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Meccanica. — S u l problema centrale della dinamica dei ponti. -  
Nota II. I l  teorema del Coriolis e le velocità critiche d i veicoli terra aria . 
Nota °  del Socio G. K rall.

Qui si riprende il problem a, considerato nella N ota I [1] dei carichi pesanti 
ed inerti mobili sopra un ponte, su di un binario. L à è s ta ta  d a ta  qualche for
inola concisa per le velocità critiche in regimi stazionari, di flussi indefiniti di 
m ateria: fluidi liquidi o gas, sopra un  ponte, un binario, en tro  ad un  tubo 
indefinito corrente su un  le tto  o in un mezzo elastico. Ora, accanto a varie 
precisazioni analitiche e m eccaniche utili per lo studio non solo delle solu
zioni s tre ttam en te  stazionarie m a anche di quelle v ibratorie del problem a, 
si vuole far vedere che l ’equazione del m oto elastico trasversale w  =  w (x , t) 
di un involucro cilindrico C (di asse x) in cui si ha un  flusso [xV di m ateria , 
di gas ad esempio (con che, se p è la densità, A  l’area della sezione, è '=  pA), 
è quella [2] del m oto elastico trasversale dello stesso involucro C lam bito però 
solo esternam ente da una corrente di densità p, velocità supersonica V.

Il che significa che le reazioni di inerzia calcolate per w (oc , t) di C con 
il teorem a del Coriolis per un  flusso pAV, interno, sono le reazioni gasd ina
miche per w(pc , t) di una corrente supersonica esterna pV.

Si ha, s’intende, da considerare lo sforzo assiale N per un involucro di 
lunghezza finita L, conseguente alla resistenza di ogiva, in regime di m oto 
uniform e costante sino al reatto re; in regime di accelerazione o decelerazione 
assiale, eguale alla sp in ta  del rea tto re  meno le reazioni di inerzia, brevem ente, 
eguale alla spinta perduta.

L ’equazione in parola ha anche un qualche interesse analitico; qui ci 
lim iterem o però solo alla ricerca di soluzioni particolari sta tiche o vibratorie 
arm oniche applicando per queste i m etodi d ire tti del calcolo delle variazioni 
(serie minimizzanti) al corrispondente principio dell’H am ilton senza elim inare 
prirria, come usualm ente in m eccanica delle vibrazioni, la variabile tem po. 
Q uesta vien qui t r a t ta ta  alla stregua di una coordinata spaziale fissandone 
l’in tervallo  di variab ilità  in base al periodo di vibrazione a priori incognito, 
m a di cui la rea ltà  vien accerta ta  a ttraverso  il riconoscim ento in generale 
che gli esponenti cara tteris tic i sono tu tti  im m aginari puri, salvo al più uno, 
egual zero, cui corrisponde la velocità critica sta tica  del veicolo. Riconosci
m ento che, natu ra lm en te , riesce nel senso accennato solo e so ltan to  quando 
agli estrem i siano soddisfatte le condizioni naturali che scaturiscono dal p rin 
cipio variazionale ham iltoniano classico, cioè lim itato  a soli aspe tti conserva
tivi del problem a.

Gli esponenti cara tteristic i non sono più im m aginari puri, m a complessi 
con tu t ti  i pericoli che com porta una p arte  reale positiva per valori di V  anche (*)

(*) Presentata nella seduta del 14 novembre 1964.
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inferiori a lla  N cr s ta tica, quando agli estrem i le condizioni naturali siano m odi
ficate a rta tam en te . Ciò avviene ad esempio a ttraverso  servoin terventi (neces
sari ad esempio per la s tab ilità  globale) o quando, con o senza modifiche delle 
condizioni agli estrem i, agiscano lungo l’involucro ulteriori forze aerodina- 
miche non conservative, quali ad esempio sono quelle conseguenti a piani di 
coda, alettoni, a variazioni (con x) del raggio R  dell’involucro cilindrico che si 
considera per le quali si provocano in  fase v ibratoria  reazioni aerodinam iche.

E stendendo successivam ente questo studio all’am bito di correnti bidi-* 
m ensionali di carichi inerti sopra lastre  elastiche, si arriva a reazioni per 
effetto Coriolis equivalenti, in regim i stazionari, a s ta ti di sforzi piani nelle 
lastre  stesse. A llora si en tra  in questioni di stab ilità  legata agli autovalori 
corrispondenti ai m oltip licatori critici degli sforzi stessi che, per quan to  note, 
presentano ancora aspe tti riposti e non pochi recessi d ’om bra. Se le correnti 
sono fluide appaiono difficoltà che sarà utile considerare in una N ota a se.

2. P r in c ip io  d e l l ’H a m il t o n  p e r  il  p r o b l e m a  d i  c u i s i t r a t t a . -  Si 
consideri dunque un  tubo circolare cilindrico assimilabile ad u n ’asta  elastica 
di flessorigidezza costan te B, di m om ento di inerzia delle m asse diffuse sulla 
sezione trasversale generica (in teressante il tra tto  h,x =  1) (i0/ 2, p0 essendo 
quindi la m assa del tubo per u n ità  di lunghezza, j 2 il quadrato  del raggio g ira 
tore di inerzia della sezione rispetto  al suo asse neutro  che, brevem ente, ind i
pendentem ente da sforzi assiali, si identificherà con il suo asse centrale di 
inerzia, trasversale ad x, coordinata assiale. Nel tubo fluisce, con velocità 
costan te V, una m assa fx per u n ità  di lunghezza, si ha cioè un flusso (xV. 
Per le vibrazioni trasversali w =  w (x , t) dell’asta  si vuol scrivere un princi
pio ham iltoniano. Posto

—  — ( y  — =  (•)

si ha per l ’eijiergia elastica P, se L  è la lunghezza del tubo,
L

(1) P =  l j  Bw "2 d x .
0

Se il tubo è solidale con un mezzo elastico che reagisce b ilateralm ente con 
forza —  kw^ per u n ità  di lunghezza, allo spostam ento w  dell’asse tubo, a P va 
aggiunto u n  term ine

( l a )  P i == y  /  kw1 dx.
Q

Per l’energia cinetica T i del tubo, T2 del fluido che si suppone partecipi rig ida
m ente al m oto oscillatorio, si ha

L L

(2) T i =  - J ( [ x 0 ^ 2 +  [̂ j* w '* )d x  , T 2 =  -' jy .  (V a /+  w f  d x ,
0 Q
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Se agisce uno sforzo assiale N, di n a tu ra  qualunque, a P va aggiunto infine 
un term ine £2 > lavoro di 20 ordine delle forze interne,

L

( 3 )  £2  =  - -

0
N potendo essere funzione di

Il principio dell’H am ilton  si scrive in definitiva
t

(4) (T i +  T 2 —  P —  Pi — ? t)d t =  o ,
ò

ovvero, esplicitam ente,
t L

(4 a) S j  dt j  { [x0 w2-\- [i0j 2 w 2Jr \i(yw  w )2— Bw "2 —  kw2-\-Nw'2} dx — o,
ò ò

la variazione intendendosi presa, con le solite specificazioni, con riguardo a w 
funzione di x  e t.

Con ovvie integrazioni p.p. si ha l’equazione, che si conferm a con sc rittu ra  
d ire tta ,

(5) (Bw")" (Nze/)' +  kw  —  [i0j 2w '-\-  ^ (V2w"~\~ 2 V w + w )  +  \i0w  =  o ,

con le condizioni agli estrem i, anch’esse d ire ttam en te  conferm abili,

(6) [(Bw")r +  (N +  [lV2) w ' —  \x§j2w  +  yiVw ] — (Bw") 8w' =  o

in x  =  o , L .

Se P as ta -tu b o  è fissa agli estrem i, a snodo o ad incastro, le (6) sono senz’altro  
soddisfatte in quan to  si ha,

(p a) per lo snodo : w  (o) =  w  (L) =  o ; w n (o) == L) =  o ;

(6 b) per Vincastro : w  (o) =  w  (L) =  0 ; w (o) — w  (L) =  o .

Invece, per l’incastro  in x  =  o (ad esempio) e Vestremo libero in x  =  L  si ha, 
considerando le parentesi [ ] a fa tto ri di Sw e ( ) a fa tto re  di Sw' della (6),

(6 c) w (o) =  o , w  (o) =  o , [ ]*-L =  O , ( ) * - L = o ,

Per tu t t i  e due gli estrem i liberi dovrebbero annullarsi le [ ] e ( ) della (6) 
in x  =  o , L. M a va allora osservato che, per k — o (assenza di re a ttiv ità  
del suolo), come vedremo nel caso im portan te  della asta -tu b o -m issile  volante 
ad esejmpio, si ha instabilità globale rigida per N =j= o ,V  =f= o a m eno di non 
in trodurre  term ini correttiv i agli estrem i stessi, conseguenti ad esempio a 
servointerventi, tali da assicurare en tro  lim iti adeguati la stab ilità . M a questi 
in terven ti m odificano profondam ente la problem atica di cui ci si occupa.
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Si rilevi ancora che è dubbio se nella [ ] a fattore di 8w possa pratica- 
mente conservarsi il term ine \iV2w' e (xVzh (in m erito cfr. Osservazione 2a).

R iandando alla (5), che è sostanzialm ente la (1 c) della N o ta  I, osser
viamo che questa  si ritro v a  tale e quale quando si scrive l ’equazione del m oto 
elastico trasversale di un tubo-m issile soggetto all’azione aerodinam ica super
sonica della corrente esterna calcolata con la teoria di Miles da K aprzynski e 
Kaliski [2]. B asta  porre nelle (5), (x — pA, essendo p la densità dell’aria, A  
l’area A —R2 tt della sezione re tta  del tubo (di raggio R). L a teoria del Miles 
non dà però le condizioni agli estrem i, onde in [2] per N =  o, si assum ono le 
condizioni tipiche dell’asta  libera agli estrem i, nel caso specifico le condizioni, 
non naturali, per V  =[= o,

(7) (Bz£/")'| —■ o , Bw"\ = 0 .
— |a:=o,L

Non si hanno quindi esponenti cara tteris tic i tu tti  im m aginari puri e le velo
cità critiche sono legate al segno ( >  o) della p arte  reale degli stessi. Tali 
velocità, anzi la velocità V cr (giacché in teressa l’inferiore tra  tu tte )  possono 
risu ltare  inferiori a quella V cr s ta tica , corrispondente all’esponente nullo del 
caso conservativo secondo le (5) e (6).

R iandando al nostro problem a, per le condizioni (6 d) che possono anche 
trad u rre  il caso degli estrem i liberi se, in regime stazionario, (dwjdt =  o) lo 
sforzo assiale N +  (xV2 si pensa o rien ta to  sulla congiungente gli estrem i, 
si ha la velocità critica da

(8) ( N +  ^ 2 )  =  ^  A .

In fa tti, ponendo nella (5) w  indipendente da t, questa si riduce, per k — o, a 

(Bw")" +  (N o/)' +  (xV2w" =  o 

e da qui, per B =  cost. , N =  cost., con

TCw  — sin -j- x

si ha la condizione critica in regime stazionario d a ta  dalla (8). Se N deriva 
dalla resistenza di ogiva, se A  è l’area della sezione re tta , Cr com prensivo del 
coefficiente di forma, si ha, per p densità del gas, [x =  pA,

N =  — Cr pV2A =  - C r (xV2.

Segue da (8)

Poiché Cr è picjcolo di fronte all’un ità , l’influenza della resistenza non è rile
vante. In  fase di accelerazione però, lo sforzo assiale può esser notevole conse
guentem ente alla reazione di inerzia, m a allora ben poco si sa dell’azione gas
dinam ica.



764 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. X X X V III -  giugno 1965

A  titolo di esempio, si consideri un involucro per cui R  =  0,375 m, 
A =  R27c =  0,4418 m2.

Posto

Po =  0.125 K g m -3/g , jx =  p0A =  0,0552 K g m -i/g  ,

B =  E J  =  3,0- io 6 K g m 2 , L =  12,00 m  , N 0 =  o

si ha dalla (9), per Cr =  o,

V 2 =  n 2 __ 5___ __ 3>o- io 6
^  [xL2 0,0552-12,002 3,725 • io 6 m 2 sec~2

e quindi
V cr =  1930 m see- 1 .

Esponenti caratteristici. -  Si t r a t ta  di far vedere che la velocità critica 
in regime stazionario (cw \dt= o)  esaurisce la ricerca della stab ilità  in quanto  
in regime dinam ico non si hanno velocità critiche ( <  della statica, o m erosta- 
tica, come la si vuol chiam are) poiché i m oti v ibratori per V  <  V cr sono sem pre 
stabili nel senso che, posta la soluzione nella form a

(10) w  (x  , t) =  u (x)-ezt

gli esponenti cara tteris tic i sono, per V < V ) r , im m aginari puri (ed uno 
è nullo per V  =  V cr secondo la (8)).

Per dim ostrare ciò, indipendentem ente dalla più speditiva Osservazione 
che segue, basta am m ettere per z la forma complessa e corrispondente coniu
gata  z,

(11) Z  =  z i  +  ÌZ 2 , Z  =  z i --- Ì Z 2 .

Dovendosi avere allora le soluzioni

( i l  U  =  U \ +  Ì U 2 , Ù  ~  U \ --- ÌU% ,

tu tto  si riduce a provare che deve essere z\ =  o.
Posta  nella (5) la (io), con riguardo alle (11), (11 a \  separando la p arte  

reale d a  quella im m aginaria, risultano due equazioni associate in u \ , u% 
contenenti z\ e Z2 con le quali si dim ostra, come di consueto in q u est’ordine 
di questioni, che deve essere z\ =  o,

Precisam ente, fa tte  le posizioni

(12) No +  [iV2 == N , [io j 2 =  Y > 2 [xV =  2 q [io +  [x =  [i*

si ha dalla (5), a ttese  le ( n ) ,  ( n  a) ,

(5)' BuW  +  ku\ +  N u'i ---Y Ui Z\ +  [I* ui z \ +  2 YU2 Zi 22 —  2 U2Z1 +

+  Y«1 z\ —  [I* uxz\  +  2 ^ ( z 1u ,1 —  Z2 u2) = o .

(5)" Bu§v) +  ku2 +  N u2 —  yu2 z\ +  V**ui z\ —  2 f  ui z i z2 +  2 l**'ui z i z% +

+  Y«2 ■4 —  {**«2*1 +  2 9 (ZX^  +  z%̂  =  O ,
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D a qui, m oltiplicando la prim a equazione per la seconda per ui, in tegrando, 
una o due volte p.p. i term ini con u" rispettivam ente u(ÌY\  tenendo p re 
senti le condizioni (6) agli estrem i, u  = 0 ,  u '  =  o o u  =  o , u  =  o ,

L l

- j  2 y z ±z2 ( u 2 +  u 2) dx  —  2- j  q z2 (ux ux +  u2 u2) dx  ,-f
0
L

( 5 ) ' "

—  2 J [Jt*'Zxz% (u\ +  u2) dx  +  2 ! qz1 (ux u2 —  u’2 u±) dx  =  o .
0 ò

D a qui, poiché si annulla il 2° term ine della (5)'" si ha z\ =  o oppure

( * 3 )

j  q (zq #2 “  u\) dx

Z2 =

j 'T (ui +  dx -f- j"i** (u* +  uz) dx 
Q Ò

Q uesta determ inazione di z% è però impossibile. In fa tti, m oltiplicando la (5)' 
per u\ dx , la (5)" per u2 dx , som m ando ed in tegrando p.p. quan to  occorre, si
trae, posto | u |2 =  u2 +  u22 , | u |2 =  u 2 +  d 2 , u «12 +  u2 2 ;

0 3 *)

Li L, L, L,

B | u" \2 dx j  k \ u  |2 d x —  j* N \ u \2 dx -{- J  y z2 \ u \2 dx  -f-
0 ó 0

L L L

+ J[ i*  z2 | u  |2 dx  — j I u' i2 — j z\ I u |2 dx  +

+  2 j  qz2 (u2 ux -— u2 zq) dx =  o . 
ó

I tre ultim i term ini di questa eguaglianza, per la determ inazione (13) di #2, 
si riducono al term ine positivo

L
■ r , . , 1:

/ q (uj u2 — u2 zq) dx

f  y | u' |2 dx -f ^yi* | u |2 dx

I prim i tre term ini della (13 a)ì per

(»)" N <  N =  min. - -

j  B | u" \*dx -f ^ k  | u |2 dx

*dx



766 Lincei Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Voi. X X XV III — giugno 1965

poiché N cr ha un valore positivo non nullo sono anche una q u an tità  positiva. 
P ertan to  la (13 a) d im ostra impossibile la determ inazione (13) di z%. Deve 
essere quindi z\ =  o e Z2 risu lta  non nulla.

In fa tti posto nelle (5)', (5)" zi =  o, m oltiplicando la i a per u \d x , la 2a 
per u^dx, som m ando ed in tegrando  p.p., si trae

L ^ ,L l

( J3 b) ^  B | u" |2 ds +  j  k \ u ^ d x  —  N j  \ u |2 dx  —  z2 j | u  |2 dx  +
0 ó ò b

L L

+  | u ì 2 dx  | -f- 2 qz2 • y (u2 ux — u x u'2) dx =  o .
ò ò

D a qui si vede che z% è reale, e diverso da zero, per N <  N ^ . Per N =  N cr si 
ha la radice ^2 =  o. cui corrisponde la già considerata instab ilità  statica.

Per le altre condizioni limiti comprese nella (6) si confronti Vosservazione 2a.

Osservazione 1a. Ciò risu lta  anche dall’esistenza di un integrale prim o 
dell energia conseguente alla circostanza che la complementare non da con
trib u to  al lavoro perché risu lta  senz’altro wattlos nell’intervallo  o < ^ < L  
per w  (o) =  w  (L) =  o o perché il lavoro si compensa in caso diverso.

In fa tti m oltiplicando la (5) per w dx  ed in tegrando con adeguate in te 
grazioni p. p. fra o ed L, risulta, ove si ponga

L

2 § = . j {  Bw"2 _f_ kw2 — (N +  (AV2) w '2 } dx  ,
Q

L

2 % —
0

{(t** +  P*o)w2 +  \to j* w ’*}dx.

poiché per la (6 a) o (6 ò),

2
0

L

jaV w  w d x  =  [XV w 2
L

0

(*) (g +  <£) =  o

con le (6) in cui Sw è sostitu ito  con w, rispettivam ente 8w' con w .
D alla (*) segue l’integrale annunciato

8 +  % =  cost.

Se 8 >  o, ed ha un m inimo in w  =  o, il che avviene certam ente se N <  
dato dalla (8)*, essendo % >> o in ogni caso, segue ragionando alla Dirichlet, 
che il moto è stabile e quindi secondo i teoremi di L iapunof e Levi-C ivita, che
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gli esponenti caratteristici sono im m aginari puri. La circostanza in cui sia $= o  
per N =  N cr porta all’esponente nullo e quindi all’instabilità'.

Osservazione 2a. -  N aturalm ente si trovano per le due vie considerate gli 
stessi risultati per le altre possibili condizioni limiti comprese nella (6), le (6 c) 
ad esempio. M a va ripetu ta  l ’osservazione già fatta circa la possibilità di m an
tenere nella [ ] a fattore di §w, per questioni direzionali del flusso ylV, il 
term ine jjlVW e fV w . A bbandonandole, le condizioni limiti non sono più 
naturali, cioè quelle che derivano dal principio variazionale, con tu tte  le ovvie 
conseguenze sul carattere aritm etico degli esponenti caratteristici.

Calcolo delle frequenze. -  A tteso  il ca ra ttere  armonico delle soluzioni, il 
principio dell’H am ilton si p resta  per l’applicazione del m etodo d ire tto  del 
calcolo delle variazioni secondo Ritz, considerando il dominio di integrazione 
o < ^ < L ,  o <  /  <  T, 2 T  essendo l ’apriori incognito periodo fondam en
tale.

Per una sc rittu ra  concisa degli sviluppi algoritm ici conviene ridurre il 
principio e quindi l ’euleriana corrispondente a form a adimensionale.

Poniam o con questo in ten to

/ 5

( H )  <

x  : L

e» NL2 
v — B

[lo— ,

t : T
L

VT

v =  w L  , 

fxV2 L2
B P = Ho

éìM L  =  VoJ
V2 d

di

M-

( ) '  ,

B ’

d
d'z =  0 -

Il principio (4 a) diviene, lim itando l’integrazione rispetto  a t, a ll’in tervallo
o — T,

1 t

(4 a)’ 8 j di I { v"2 _  V a  — pp xa»a — £(*' +  Hf + = o
ò 0

e da qui si ha

(5) v( * ~h vz/' +  Pp-X2 v — j  7?v"  -j- H (v ' +  2 \v  -f- X2£) kv — o 

con le condizioni agli estrem i

(6) \p n +  (v 4  fi) v — j  X2 v' fiX v] Sv

Ciò posto, con riguardo alle condizioni w  =  o , w" =  o in x  =  o y~L, 
cioè v =  o , v" =  o in ? =  o , 1, accerta ta  orm ai l’esistenza di soluzioni 
arm oniche libere, in (4 a)', sc ritta  concisam ente

( 4  <£)”  S O  =  o  ,

poniam o

-f- v” 8v' =  o.

00
V  ( £  > T )  —  ^Ltm n a mn s i n  m i T  .1

( I S )
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R icordando che 
1

j  sin cos pn^ d \  
0

per m  ±  p  pari, 

per m  ±  p  dispari,7T m£~

si ha la form a q uadratica  nei coefficienti amn,
7l2

L J mn a mn  ~f~ 8  _
mn pq

Y f significando l’esclusione dei term ini per cui m Ai p  o n ± q  è pari ed 
essendosi concisam ente posto

( l 6 )  ^  (d'm n  > d p q )  ^  [  ]  mn &mn  “ f ~  8  [ A  A ( j f o _ _ _ ~ q2) ^ m n  &pq

(17) [ ]mn =  m^iz2—  m2(y +  p.) +  k/n2— (In2 

Si ha così da (4 a)" il sistem a di equazioni

(18) 90 -

ovvero, esplicitando,

1 - j-  p  ( 1 -f- m 2 7u2 • — - A2.

dan,

W m n a m n ~ \ ~  ^  ^  ( ^ 2 — ^ 2 )  ( ^ 2 g l )  a PQ ° *
mn pq

F a tta  la posizione

(19)
7t2

questd sistem a porge con riguardo ai prim i 12 coefficienti amn due sistem i 
indipendenti di equazioni, il prim o per m  +  n dispari, il secondo per m A- n 
pari. Precisam ente:

(m -f- n) dispari,

mn ai2 <3:21 <223 <3:32 au £41

^12 x [ ] 12
___4_

9
12 O O 8

45

2̂1 ___4_
9 * [ h i O 12

""*5"
8

~~~45
O

^23
12 O X [ ]23

36
25

24
21 O

3̂2 O 12
~PT

36
25 X [ ]32 O 24

21

au O 8
~  45

24
21 O X []l4

16
225

aài
8
45

O O 24
21

IÓ
225 K [ ]41
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(m  -f- n) pari,

au <322 <313 <331 <333 <342 <324

an x [ ]n
4
9

O O O 8
45

8
45

a 22 4
9 x [ ]22 ___4_

5
__ 4 

5
36 
2 5

O O

«13 O 4
,5 ^ [ ]l3 0 O 24

75
24
21

«31 O ___4_
5

O * [ ] s i O 24
21

24
75

«33 O 36
25

O 0 x [ ]33 _  72 
35

__ 72 
35

«42
8

45
0 24

75
24_
21

__ 72 
35 X [ ] 42 O

«24
8

45
0 24

21
__ 24 

75
__ 72 

35
O X [ ]24

Dalle ( i 8, a , b), tenendo presenti le (17) e (19), si hanno i Ae come radici della 
equazione (in x) che si o ttiene eguagliandone a zero il discrim inante sopra 
scritto  per ognuna. D ai Ae si calcolano i periodi T* e le frequenze ae con le 
relazioni

(20) T* =  2 T e = 2 L 2  TU vxQ
L TU .

M erita  rilevare che, lim itandosi ai term ini sulla diagonale della m atrice (18 a) 
o (18 b) si hanno i Xe a meno dell’accelerazione com plem entare

(21) 7.2 _ - ^ 2 _
a q —

t u 2 —  m £  ( v  4 -  P - )  4 "  k jv&

p I  4 -  ^ 2  TU2

Lim itandosi ai due prim i term ini si rileva un abbassam ento di Xu ed un innal
zam ento di X22.

Posto amn — 2 jzjTmn per la frequenza (mn)ima (complementare a parte) 
si ha, esplicitando i term ini jx , v , (3 , /è

(22) _ 2 TU _ m £  7T2 j /  B
»*» 74 I TT1 w» L r r*

N
1

cr

i +  J^ ri2M- \L j \
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con

N =  No +  [aV 2 n S°* =

Per j  trascurabile ed n — 1 si ha infine

/ \ 2 7T tu2 i /  B '1 /
^  — t *“ “  l 2 r no +  [a f / 1

No +  [J-V2
N(m)*

in conform ità con la no ta  espressione per la frequenza di u n ’asta  semplice- 
m ente appoggiata agli estrem i don sforzo assiale No +  fxV2 di m assa [xo +  [x 
per u n ità  di lunghezza e corrente su suolo elastico. Per No =: o , V  =  0 le 
condizioni (7) degli estremi liberi sono conservative. Si trova allora per le 
frequenze Gn, in luogo della (23),

(2 4 )
B

B ib l io g r a f ia .
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