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N O T E  D I  S O C I

Algebra. — Sulle S-partizioni di H all di un gruppo finito. Nota °  
del Corrisp. G uido Z appa .

È noto che, se G è un gruppo, dicesi partizione di G u n  insieme II di sotto­
gruppi di G tale che ogni elemento di G diverso dall’unità appartiene ad un 
ed un solo sottogruppo H e  II. L ’attenzione sopra le partizioni di un gruppo è 
stata  recentem ente richiam ata da alcuni problem i relativi al gruppo delle col- 
lineazioni di certi piani grafici (in particolare i piani di traslazione). L a classifi­
cazione delle partizioni di un gruppo finito è stata  oggetto di approfonditi studi, 
specialrqente da parte  di R. Baer, di O. Kegel e di M. Suzuki. In base ad essi, 
l’unico punto oscuro rim asto circa il problem a di detta classificazione è quello 
che concerne le partizioni dei ^ -g ru p p i finiti.

U ltim am ente, altri problem i relativi ai piani grafici hanno messo in luce 
(ved. [i]  e [2] nella Bibliografia) l ’opportunità di generalizzare il concetto di 
partizione, introducendo quello di S—partizione di un gruppo G rispetto ad un 
suo sottogruppo S. Se G è un gruppo, ed S è un suo sottogruppo, si dice S-par­
tizione di G un insieme II di sottogruppi di G tale che ogni elemento di G non 
contenuto in S appartenga ad uno ed uno solo dei prodotti SH (H e II).

Il problem a della classificazione delle S—partizioni di un gruppo finito G 
rispetto ad un sottogruppo S si presenta oltremodo complesso. Se S è un sotto­
gruppo norm ale di G e II è una S-partizione, le im m agini dei sottogruppi H e II 
nell omomorfismo naturale di G su G/S costituiscono u n ’ordinaria partizione

(*) Presentata nella seduta del 17 giugno 1965.

4S- — RENDICONTI 1965, Voi. XXXVIII, fase. 6.



756 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. X X X V III -  giugno 1965

di G/S. Pertanto, nel caso in cui S sia norm ale, il nostro problem a può ricon­
dursi a quello della determ inazione delle partizioni. E  pertanto interessante 
individuare proprietà delle S -partizioni che implichino di necessità la norm a­
lità di S.

Nella presente Nota, che costituisce un prim o contributo dell’autore allo 
studio delle S-partizioni, viene considerato il caso di S -partizioni di un gruppo 
finito G che siano strette (cioè tali che ogni sottogruppo appartenente alla S -par- 
tizione contenga S, e pertanto  ogni elemento di G non contenuto in S appar­
tenga ad uno ed un solo sottogruppo della S-partizione) e di H all, cioè tali 
che tan to  S che i sottogruppi della S-partizione siano sottogruppi di H all di G 
(cioè aventi ordine prim o con l’indice). Viene provato (nel n. 1) che se G è 
un  gruppo finito, S un suo sottogruppo di Hall, e II una S -partizione stretta di 
H all di G, e se II contiene almeno due sottogruppi più am pi di S, il sotto­
gruppo S è norm ale. Nel n. 2 vengono dati esempi di S -partizioni non norm ali, 
che provano l’im possibilità di a ttenuare certe ipotesi del risultato precedente.

Notazioni:

| G | =  ordine del gruppo finito G;
[G : S] =  indice del sottogruppo S nel gruppo finito G;
G —  S =  insieme degli elementi del gruppo G non contenuti nel sotto- 

gruppo S;
N (S) =  norm alizzante del sottogruppo S cioè sottogruppo di G costi­

tuito dagli elementi di G perm utabili con S;
MCD (r , s) =  m assimo comune divisore degli interi positivi r  ed s\
mcm ir  , s) — m inim o comune m ultiplo degli interi positivi r  ed i*.

1. Sia G un gruppo e sia S un suo sottogruppo. Dicesi S-p ar^ z^one di G 
un insieme II di sottogruppi di G tale che, per ogni x  e G , x  £ S, esiste uno ed 
un solo sottogruppo H e II per cui x  eS H .

Sè S è il sottogruppo unità, le S-partizioni di G coincidono con le ordinarie 
partizioni.

U n a  S -partizione II di G si dirà stretta se per ogni H e II si ha S C  H; si 
d irà banale quando al più uno dei sottogruppi H e II risulta non contenuto in S 
(onde II può ridursi a quest’unico sottogruppo).

Se H è un  gruppo finito ed S un suo sottogruppo, una S -partizione di G 
si dirà semistretta, se, per ogni H e  II, l’ordine di S f ì H  eguaglia il massimo 
com une divisore degli ordini di S ed H.

O vviam ente, ogni S -partizione stretta è semistretta. Infatti, se S C H 
si ha S D H =  S, onde | S Ó H | =  |S  |, e poiché | S | divide | H |, è | S | =  MCD 
( | S | , | H | ) .

Se G è un gruppo finito, e S è un suo sottogruppo di H all, una S -p a rti­
zione Il di G si dice di H all se ogni H e II è un sottogruppo di H all di G.

Proviam o il seguente:
T e o r e m a . Sia  G un gruppo finito risolubile, S un suo sottogruppo di H all, 

e II una S—partizione stretta d i H all non banale di G. Allora S è normale in  G.
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Procediam o per assurdo, supponendo quindi che esistano gruppi per 
cui il teorem a non è verificato. E ntro  tali classi di gruppi, sia G uno di quelli 
di ordine m inim o.

S iaM  un sottogruppo norm ale massimo in G, e sia p  il suo indice. Essendo 
G risolubile, p  è prim o. D istinguiam o due casi:

a) p  non divide | S [,
B). p divide | S |.

Esam iniam o il caso a).
A nzitutto, | S | divide |M  | . Inoltre, essendo | S | prim o con [G : S ] , 

perché S è di Hall, si ha anche | S | prim o con [M : S]. Essendo M risolubile 
al pari di G ,M  contiene allora un sottogruppo S (di Hall) d ’ordine |S |, coniu­
gato ad S in G. D ’altra p arteM , essendo norm ale, contiene, assieme ad S, tu tti i 
sottogruppi coniugati ad S in G, quindi anche S. Ne segue che S è un sotto­
gruppo di H all di M.

Sia ora H e II. Allora, essendo M normale, si ha [(H U M) : H] =  
[M : H n  M)]. Essendo H di H all in G, e quindi anche in H U M, si ha che 
[(H U M) : H] è prim o con | H |. Pertanto  [M : (H n  M)] è prim o con | H | e 
quindi anche con | H fi M  |. N e segue che | H f~> M | è un sottogruppo di 
H all di | M |.

Sia x  € M —  S. A llora r t G - — S, onde esiste uno ed un solo sottogruppo 
H e I I  tale che x e H .  Ne segue che *  e M n  H . Né può aversi #  e M n  H 
con H e II, H =j= H , perché sarebbe x  eU,  il che non può aversi, dato che 
x  e G —  S. È poi ovviam ente S C M D H per ogni H  e II, avendosi S C M ,  
S C H .  Ne segue che l’insieme Ilo dei sottogruppi M n  H, per H variabile in II 
è una S -partizione stretta di H all di M. A  causa dell’ipotesi di m inim o per 
l’ordine di G, si ha che S è norm ale in M, oppure che Ilo è banale. M a in questo 
secondo caso, per ogni H e II, ad eccezione al più di un particolare sottogruppo 
Ho e II, si ha H  D  M  =  S. Essendo M norm ale in G, è H f lM  norm ale in H , 
per ogni H e II, onde S è norm ale in ogni sottogruppo H e II, salvo al più H 0. 
A llora qgni elem ento di G è contenuto in almeno uno dei due sottogruppi Ho 
e N(S), onde si ha G =  H 0 oppure G =  N(S). M a se fosse G =  H 0 , ogni 
elemento x  € G —  S non apparterrebbe ad alcun sottogruppo H e II con H =j= H o , 
onde si avrebbe H C S per ogni H e II, H =j= H 0 , e II sarebbe banale contro 
l ’ipotesi. Pertanto, se si verifica il caso a), S è norm ale in G.

Esam iniam o ora il caso è). Si ponga S0 =  S D M. In base al fatto che M 
è norm ale in G, ragionando come si è fatto nel caso a) per provare che H(~iM 
è un sottogruppo di H all d iM  per ogni H e l i ,  si ottiene in questo caso che tanto  
So quan to  M f i  H , per ogni H e II, sono sottogruppi di H all di M . Inoltre, è 
SoC H  f l  M per ogni H e II, e, se ;r eM  — So, è x 6 G — S, onde esiste uno e un 
solo H e II tale che #  e H , cioè tale che r t M n H .  Pertanto, l ’insieme Ilo dei 
sottogruppi M n  H (H e II) è una S0-partiz ione stretta di H all di M. Per 
1 ipotesi di m inim o sull’ordine di G, si ha che So è norm ale in M, oppure Ilo 
e banale. M a se Ilo c banale, per ogni H e l i ,  ad eccezione al più di un p arti­
colare sottogruppo H 0e II, si ha M n  H =  S0 . Ragionando come nel caso a),
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si ottiene allora che ogni elemento di G è contenuto in uno dei sottogruppi 
NYSo) e H o , onde è G =  Ho o G =  N(So). M a se fosse G =  H o , Il sarebbe 
banale, onde G =  N(So), e So risulta norm ale in G, quindi anche in M. Per­
tan to  in ogni caso So è norm ale in M. M a So è un sottogruppo di H all di M, 
e pertanto  è unico del suo ordine, cioè caratteristico in M. Essendo M norm ale 
in G, si ha che anche So è norm ale in G.

Sia o ra  II l’insieme dei sottogruppi di G/So della form a H/So, con H 6 II. Si 
ponga G =  G /So, S =  S/So, e, per ogni H e l i ,  si ponga H — H /S o . Se x e G —  S, 
è x =  x  So con x  e G  — S. Esiste allora uno e un solo sottogruppo H 6 II tale 
che x  6 H , onde H =  H/So è l ’unico sottogruppo 6 II a cui x  appartenga. 
Inoltre è S C H per ogni H e II, perché è S C H ,  per ogni H e II. Essendo 
poi [G : S] =  [G : S] , | S | divisore di I S |, e [G : S] prim o con I S 1 ^perché 
S è di Hall) si ha che [G : S] è prim o con | S |; analogam ente si vede che, per 
ogni H e_TI, si ha J G  : H] prim o con | H |. Pertanto S e gli H sono di H all per 
G, onde II è una S-partizione stretta di H all di G. Per l’ipotesi di m inimo sul­
l’ordine di G, si ha^che allora S è norm ale o II è banale. M a se II è banale, tu tti 
i sottogruppi H e II, salvo al più uno, coincidono con S, onde tu tti i sottogruppi 
H e II, salvo al più uno, coincidono con S; e ciò non può essere perché per 
ipotesi II non è banale. P ertanto  S è norm ale in G, onde S è norm ale in G, e il 
teorem a è dim ostrato.

C o r o l l a r io .  Sta  G un gruppo finito risolubile, S un suo sottogruppo di 
H all, e II una S -partizione semistretta d i H all non banale d i G tale che ogni 
H e II sia permutabile con S. Allora S è normale in G.

In fa tti in tal caso, per ogni H e II , SH è un sottogruppo di H all di G. Si 
noti infatti che | SH | =  | S | | H |/| S n  H | =  | S | | H |/M CD (| S | , I H |) =  
=  m cm  (| S I , t H |). Se p  è un divisore prim o di | G |, e p a la m assim a 
potenza di p  che divide j G | , si ha che J SH | risulta prim o con p  se tan to  | S | 
che | H | lo sono; m entre se p  divide almeno uno dei num eri I S | ed | H I , per 
esempio | S | , anche p a divide ] S | , perché S è di Hall, e quindi p a divide | SH | . 
Q uindi | SH | o è prim o con p, o è divisibile per p a. E da ciò discende subito 
che SH è di H all per ogni H € II, come si era detto.

Posto H * =  SH per ogni H e II, si ha che l’insieme II* costituito dai sot­
togruppi H* è una S -partizione stretta di H all non banale di G, e pertanto, 
in base al teorem a, S risulta normale.

2. Nel corollario precedente, l’ipotesi che ogni sottogruppo H e l i  sia per­
m utabile con S non può essere elim inata. Si consideri infatti il gruppo G =  {a , b \  
con le relazioni

aP =  b7 = 1  , a~1 ba =  b3.

Si ponga S — {a2} , H { =  \dP fr ~ 1'\(i =  1 , • • •, 7), Hs =  {b }. A llora l’insieme 
Il costituito dai sottogruppi H - (i =  1 , • • •, 8) è una S -partizione sem istretta 
di H all di G. Infatti I S | =  3 , | H J  =  2 (i =  1 , • • •, 7) , | H 8 | =  7 , | G | =  42, 
onde tan to  S che gli H,- (i =  1 , • • •, 8) sono sottogruppi di H all di G, ed 
inoltre | S D H t-1 =  1 = M C D  (| S | , | H,-J) (i =  1 , • • •, 8). Preso poi un elemento
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x  e G  —  S, si ha x  =  a2 n ~ 1 bm {n =  I , 2 ,3  ; m =  o , 1 , • • •, 6) oppure x  =  cfi K bm 
{n =  1 , 2 , 3 ; m — 1 ,• • -, 6). Se x  =  a2”- 1 =  b®, si ha x  e SHi ; se
x  =  d?n~ x bm ( m =  1 ,■ ■ ■ , 6) è ;r eSH w + i ; se infine è x  =  tfin bm { m =  1 , • • - , 6) 
si ha x  6 S H 8. Quindi ogni elemento x  e G  — S appartiene ad uno ed uno solo 
degli insiemi SH, (7 =  1 8), e pertanto  II è una S -partizione sem istretta
di H all non banale. D ’altra  parte  S non è norm ale, avendosi b~1Sb =  
=  b - ' l a ^ b  =  {a*&}-=%= S.

Il più semplice esempio di S -partizion i di H all non sem istrette si ha nei 
g ruppi diedrali. Sia G =  {a , b} con a2 =  bm =  i , a~ l ba =  b~x (m dispari). 
Allora, posto S =  {a}  , H =  {ab1} (i =  i , • • •, m  — i), si ha |S |= |H . |  =  2, e 
ogni elemento x  e G  — S, potendosi esprim ere nella forma x  =  ar b* (r =  o , 1 ; 
1 = 1 , m —  1) appartiene ad uno ed uno solo dei prodotti SH,-.
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RÉSUMÉ. — Soit G un groupe et soit S un sous-groupe de G. On appelle S-partition 
de G un ensemble II de sous-groupes de G tei que si x e G et x  6 S, il y a un seul 
sous-groupe H e II pour lequel x  6 SH. Si H D S pour tout H e II, Il est dite una S-partition 
étroite de G. On démontre que si G est fini résoluble, si S et les sous-groupes H 6 II sont des 
sous-groupes propres de Hall de G (c’est à dire, des sous-groupes propres dont l’ordre est 
premier avec l’indice) et si n  est étroite, S est normal dans G.


