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Idrodinamica. — Sulla teoria delle onde d’emersione e di tmpulso.
Una soluzione rigorosa ad energia finita del problema di Cauchy e
Poisson per moto piano. Nota di GIANNANTONIO PEzzZOLI, presentata
dal Corrisp. G. SupINo.

1. La teoria delle onde prodotte in acqua di profondita grandissima da
una perturbazione locale del pelo libero, ¢ stata studiata in due classiche Me-
morie da Cauchy [1] e Poisson [2].

Il problema affrontato da questi Autori e risolto approssimativamente
tanto nel caso di moto ondoso piano quanto nel caso a simmetria centrale, si
riferisce a perturbazione concentrate provocate da assegnate configurazioni
iniziali del pelo libero o da un impulso del pari assegnato, tali comunque da
rendere infinita 'energia dell’onda cosi provocata. Dal punto di vista matema-
tico la questione ¢ di tale complessita che solo alquanto piu tardi ¢ stata ripresa
da altri Autori: Lamb [3], Lord Kelvin [4], che elabord allo scopo l'interessan-
tissimo metodo approssimato della « fasé stazionaria », ed ancora Sneddon [5],
Stoker [6] ed Hinze [7] che ha ripreso in tempi recenti lo studio del caso a
simmetria centrale. Tutti questi studiosi si sono occupati sempre di problemi
a energia iniziale infinita, e percid non corrispondenti ad un possibile schema
fisico. e conseguentemente di scarso interesse pratico.

Solo recentemente i giapponesi Unoki e Nakano [8], in una serie di Me-
morie hanno tentato di affrontare lo studio di schemi pit complessi, giungendo
a risultati approssimati per il caso di- perturbazioni iniziali di forma rettango-
lare, e per impulsi iniziali aventi analoga distribuzione.

Questi Autori, nelle Note citate, hanno eseguito controlli sperimentali e
qualche sviluppo analitico anche per la situazione a simmetria centrale tenendo
¢onto, sempre approssimativamente, dell’azione della viscosita.

Ma anche in quest’ultima ricerca il calcolo ¢ stato fatto per un caso con
energia iniziale infinita.

In questa Nota si ottiene, ritengo per la prima volta, una soluzione rigo-
rosa per il problema di Cauchy e Poisson con onda iniziale assegnata avente
energia finita, nello schema di moto piano irrotazionale di fluido perfetto.

2. Riportiamo brevemente la nota soluzione di Poisson e Cauchy, rife-
rendoci al caso fondamentale in cui ¢ assegnata una certa configurazione ini-
ziale del pelo libero, data da una sopraelevazione di altezza infinita e di base
infinitesima, posta nell’origine degli assi, tale comunque che sia unitaria la
seziong longitudinale (e quindi il volume per unita di larghezza del canale)
della perturbazione stessa.

(*) Nella seduta dell’8 maggio 1965.



GIANNANTONIO PEZZOLI, Swlla teoria delle onde d’emersione e di impulso, ecc. 661

Le onde in esame sono considerate in profonditd infinita.
Dovendo, per le cose dette, esistere un potenziale del moto, assunto ’asse
¥ positivo verso I'alto, per la condizione di Poisson sul pelo libero

2o 3¢
(1) W—l—ggzo (per y =o0)
e per l'equazione di continuita

2 2
) R

ox2 oy

risulta notoriamente assegnata una soluzione particolare a variabili separate

del tipo [3]:

(3) ¢ = g% ¥ cos kx
essendo

27
@ ot = gh (e=2T)

e A lunghezza d’onda generica.
La sopraelevazione v dell’onda, risulta dalla

) 1=+ (5%,

e, corrispondentemente alla (3) & data da:

6) 7 = COos of cos kx.

Ora la soluzione particolare (3), (6) non soddisfa alle condizioni iniziali asse-
gnate di liquido fermo ed orizzontale tranne un’intumescenza di sezione longi-
tudinale unitaria e di altezza infinita all’'origine delle .

E possibile, data la linearita delle equazioni, soddisfare alle condizioni
del problema, sommando infinite soluzioni del tipo (3) e (6) con un integrale
di Fourier.

Essendo v = f(x) per # = o, si scrive immediatamente

@ <P=~§ﬂiii’c—°fewd,é_fj(a) cosé(x—a)a’a]
© oo
(8) n:%of Acoscta%_foof(a) cos,é<x—a)da}-

L’elevazione iniziale del pelo libero & caratterizzata dalla relazione

() fm F@da=1
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per cui le (7), (8), divengono immediatamente

__ & | sinoz ,

(10) Q= nf—m——c e¥ cos kx dk
0

(11) nz%fcosctcoséxa%.

Con cio il problema ¢ formalmente risolto; resta tuttavia da esplicitare
il risultato: ci occuperemo qui dell’espressione di v che ¢ quella di pitt imme-
diato interesse. Scriviamo

o0

1| o2 2 ctz4
(12) n:;J(I—— T+ Y ~-«>cos/«:xd,é

0

e ricordiamo che dalla teoria delle funzioni I' si hanno le espressioni

f,é"cos,éxdé— cos | (12 + 1) }
(13) .

f,é” smkxa’,é—— [ sin [(ﬂ—i—l) }

0

Con la 1? delle (2) e la (4) otteniamo immediatamente:

SR SN il PO Y 7 il SIS S O Gl O
(14) K ”[1 3'5<2x)+3579< ) ]
Richiamiamo ora le definizioni degli integrali di Fresnel C (2) e S (2) nella

forma pili moderna, date da [9], [10]; &

C(z) = C;Sj ds
(15)

z

sin §
— ds @©,
[Vs

S = Vzrc .

Delle due trascendenti ora citate ed estesamente tabulate [9] si possono dare
notevoli espressioni sotto forma di serie [10]; si ha ad esempio:

(16) <_> - I/ ( T 325 T 1~34254~7-9 "')COSZ+
E

(1) La definizione degli integrali di Fresnel qui adottata, & la piu recente, ed & quella
riportata in [9] e [10]; alcuni Autori, vedi ad esempio [3], [5] usano una definizione diversa, e
precisamente quella che compare in: JAHNKE-EMDE, Funktionentafeln, Leipzig und Berlin 1933.
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(17) S(%:]/%[(I_ 2, ) sinz—

2 1:3:5 | 1:3:5°7°9

z 23
—_—— — P COSZ .
(1'3 I‘3'5'7+ ) }

Dalle (16) e (17), si ottiene quindi:

22 z4 T
(18) F@=1—Tio+ 15 l/?

cos % C <§> -+ sin —z- S <§)]

e quindi dalla (14), posto z = g#?/2x, si ha in definitiva (vedi anche in ma-
niera analoga [3]):

(19 1= sl S CI55) + i 52515

che per valori grandi di g#2/4 x, dato che C (2) e S (2) tendono entrambi a 1/2
per z — oo, diviene;

2 2
(20) 7= % lez (cos % -+ sin ‘it—x) .

Questo risultato & notissimo e trovato da vari ricercatori con metodi di-
versi [2], [6]; pertanto non si insiste qui sui vari aspetti del fenomeno che com-
porta la formazione di un’onda che si propaga con accelerazione costante,
caratteristica comune a tutte le onde di questo tipo.

Sono tuttavia note anche le critiche che si possono portare a questa solu-
zione dal punto di vista fisico: si tratta infatti di una soluzione che in un punto
assegnato fornisce un’onda che si esalta al passare del tempo, proporzional-
mente a quest’ultimo. Cid proviene dallo schema fatto di una perturbazione
iniziale di volume finito e di altezza infinita, dotata di energia potenziale
infinita.

Questo schema ¢ tale da non corrispondere a nessun fenomeno realizza-
bile e non consente di sottoporre la teoria a controllo sperimentale; d’altra
parte la complessita dei calcoli, gid con uno schema assai semplice, ¢ tale da
aver finora impedito soluzioni pit raffinate in base a schemi pit aderenti alla
realta fisica.

Vediamo ora come si possa giungere alla soluzione rigorosa del problema
delle onde progressive superficiali in profondith infinita, quando I'intumescenza
originale, confinata in prossimitd dell’origine delle x, abbia volume (area,
essendo il moto piano) finito, altezza finita, e quindi anche energia potenziale
finita: osserveremo, cosi facendo, che ogni incongruitd della soluzione viene
a cadere.

3. Le equazioni dalla (1) alla (8) restano perfettamente valide, mentre
la (9), avendo scelto per perturbazione iniziale un’onda di forma rettangolare
di lunghezza 3 e di altezza A, viene cosi sostituita; essendo, come al solito,
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n=fx) 'per ¢ = 0. sara:

\f(x);A per ——%gxg—j—
(21) / s — oo < x < ——%
S =o  per|
Porremo inoltre
(22) A =1 (A e 3 costanti)

per rendere unitaria la sezione longitudinale dell’intumescenza iniziale; I'ener-
gia potenziale sara quindi proporzionale a 1/8.
Ne viene di conseguenza che la (7) e la (8) divengono:

el
-+f

che integrate una prima volta, e tenuto conto della (22) danno:

d/2
SNt by gk / A cos £ (x — a) a’aJ
'_a/o

(23)

cos o¢ a’é/A cos & (x —a) a’a}

—98/2

oo

_2g " sinos by ﬁ
CP—Sn/ o€ cos £x sin 2 dk

0

(24)

o0

2 cos 67 . RS

’Y]ZF‘[ = cos,éxsdeé.
0

\

Le (24) forniscono, passando al limite sotto il segno di integrale per
3 — 0 le formule (10) ed (11) gia considerate.

Noi studieremo qui, come gia fatto in precedenza, I'espressione di v, per
quanto ora molto pitt complessa, e confronteremo il risultato con le (19) e (20)
trovate nel caso di energia infinita dell’onda iniziale.

Scriviamo la 22 delle (24) nel seguente modo, tenendo conto della (4):

®
@ e i i 2o ) =

0

ed esaminiamo l’integrale
oo

(26) : I = / “’Z“’ sin ao? do
0

del tipo di quelli che compaiono nella (25), avendo posto

27) oc=§(x:l:%)-
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Sviluppando in serie il coseno, si ha:

oo [}
oo 2n 2(n—1) _: 2
cos 6f . 9 _ I o Lo Sin 6 9
(28) / 5 sinac?do = — go f( 1) oL do
0 0
ma il primo termine della serie &, a parte il coefficiente, I'integrale di Dirichlet
[e o}
sin o2 T
SR dez= T
(29) / p do? = 2
0
per cui:
oo -
00
1w (— )" 2" 1 o
(30) I= 7 |:7 —l— ME=1 —W' v sin av &v
0

avendo posto v = a2
Ricordando inoltre la 22 delle formule (13) che si pud riscrivere

(¢

. (n—1)! . ouw
(31) vl sin av gy = 20 g 77
o” 2

0
risulta immediatamente

(32) =%{”+2< D

t4n—2

(4n—2)! g2n—2

La serie che compare nella (32) ¢ assolutamente convergente, e il coefficiente
7™ tende a o come 1/%#2”; lo si pud facilmente vedere usando la formula di
Stirling per il calcolo asintotico dei fattoriali.

Ne risulta di conseguenza che sostituendo il valore di 1 nellg. (23), pren-

x4+ — X ——
dendo « una volta eguale a —gi e una volta eguale a ~g—2, si ottiene

come risultato:.

(33) 7= nsz( I)ngn__;22;1—1[(%)2"—1“(2_57‘;2_.8.)2;1—1]

e ancora, mettendo in evidenza il parametro g2/2 x

—2)1 2\2n—1
(34) ﬁSE(—O”“ G 3, 2 1(i) '

47— 2x

I I
S \en—1 7 S en—1 |’
(“z;) (“fz)

Questa espressione, con semplici passaggi, considerato =<0 sviluppando
1

in serie il termine fra parentesi quadra, diviene:

R o 00 I)n+1 (2”_2) 1 g2 2n—1/ § \2(m—1)
G5 =2 2 Gn—3)11 \2m+1) 2(n—m) (797) <7)

n=1
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che si puo anche porre nella forma:

s __ \#+1 ”—
65) im S e (e

™ (4n—3)!1 \2x

(27—2)(27n—3) (8 ¥  (@rn—2(2n—3(@r—4(@r—5) (3 \
T+ 3! 2x ) + 5! 2z '
Abbiamo dunque una serie, ogni termine della quale ¢ a sua volta costituito
da una serie; osservando il primo termine, notiamo subito che esso costituisce
la soluzione del problema visto in precedenza: posto quindi come di consueto

z =g2[2x, con la definizione (18) di F (2), indicando con =, ,m5, -, 7,
i vari termini della serie (35), cioé
(36) n=m+mn+t-+, (#— o)
abbiamo
z

(37) m=-"FG).
Si pud ora scrivere

_ L (8 21 g 3 5 65 7.
(38) 7)2_5.«5)?(_1 "‘135793 13513 )

e osservare che la serie fra parentesi ¢ uguale a

22 F (2) 2.1
3 —_ 3 5 ...
(39) TR T T 13 +13579Z

per 7y si riduce a

(40) Ne =

128 4d2F (9 (i>2

nx 3! dz? 2x

Analogamente é:

L (B asEn s G6s54s
@ om=n (G S R e )

e anche qui si nota che si pud ottenere la serie tra parentesi derivando 4 volte
F (2) rispetto a 2 e moltiplicando per 2%, cioe

AF() 4321 5 6543 5
(42) 2 dz4 - 1-3-5-7-9 2 1-3 -+ 13 2

in modo che 73 diviene

1 25 diF(g) [ 3\
(43) B= "y T g (;‘;) :

x5!

Emerge ora chiaramente la legge di formazione dei termini della (36)
che si pud pertanto scrivere:

(44) =L Fe+5 (S Fe+S (5 e
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A questo punto cerchiamo di dare un’espressione che costituisca la somma
della (44); a questo scopo introduciamo la funzione

2

(43) D (2) = /.F(z)dz;

posto ora per semplicita
(46) 27 =P

possiamo facilmente trasformare la (44) nella:

I
TBx

@8 23 525

1 q)"'_{_%!_ ®Y. . )

a7) 1= (B2 +

avendo, come al solito, indicato con gli apici le derivazioni rispetto a z.
Sviluppiamo ora in serie di Taylor, nell’intorno di z le due espressioni

| PLO+BI=CE+8) =0 @) + g0 )+ E2 07 () +
(48) ,
[ O —B)] =P e—p) =D () — B (5) + £ @ () —. ..

2
2!

sottraiamo la seconda dalla prima e dividiamo per 2, ottenendo cosi la serie
che compare nella (47); si ha infatti:

— O — , 7 v
) LRI =B _ g g (5) 4 2 g 4 S ORE
e quindi v assume la forma:
(50) 1= rg (P 4+ B — @21 — B,
Ma e, per posizione
1) D(z) = [F(z) dz =]Vg_ [cosgc(§>+ sin—j—S(%) dz
[ 0

0

(2) Si osservi a questo punto che partendo dalle regole del calcolo operatorio [11] si
poteva valutare subito la (47) scrivendola nella forma:

(47 n = ;g—x [sh gz D] ®

avendo indicato con D l'operazione di derivata rispetto a z, D = (d/dz), ricordando che il
prodotto simbolico 2D non & invertibile e quindi 1'operatore in questione non commutativo.

Conoscendo la valutazione delloperatore *P, applicato ad una generica funzione g (2),
che come & noto [11] & dato da:

47" o) =044

si poteva giungere alla (50), qui ricavata direttamente.
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da cui, spezzando 'integrale nella somma di due, ricordando la definizione (13)
delle funzioni di Fresnel e integrando per parti, si ottiene immediatamente

= o0 =sfo (3] + (2]

Utilizzando la formula ora trovata, ricordando il valore (46) di B, ed essendo
z=g2|2x, la (50) fornisce infine la soluzione esatta del problema in termini
di funzioni note e tabulate; é:

e R e r Cer S
ol s (£ 2
Cerchiamo ora, in analogia con la (20) una espressione asintotica di 7,

valida per grandi valori di g#2/4x; sono note le espressioni degli integrali di
Fresnel valide per grandi valori della variabile:

g C(s)m Ly S

VZ s

(53) =

(54)

JOPE.L

l ) 2 Vzrs

Introducendo le (54) nella (53), eseguendo i calcoli e trascurando le quan-
titd piccole come 1/z rispetto a quelle dell’ordine di 1/Jz, si ottiene alla fine,
lasciando sempre in evidenza g#2/4x:

2 42 . gt
(55) il = Gt iy)
4

Si vede ora che I'onda in un luogo assegnato tende a o per # —oo come 1/¢,
essendo -il numeratore sempre limitato, e cid & perfettamente coerente dal
punto di vista fisico, mentre la (55), passando al limite per § - o fornisce
esattamente la (20) che invece si esalta e tende all’ co per #—oco proporzional-
mente a # stesso.

4. 1l problema complementare a quello ora risolto, di determinare cioe
I'onda risultante dall’applicazione di un impulso distribuito uniformemente
da —3/2 a 3/2 sulla superficie in quiete, si risolve immediatamente tenendo
presente [3] che occorre ora sommare con un integrale di Fourier tante solu-
zioni semplici del tipo

eby
¢ =~ cos ot cos kx

(56)

o —_—

1 = ——sin of cos Ax
24

1

il luogo delle (3) e (6). Il problema, per § — 0 & stato risolto approssimativa-
mente da Cauchy e Poisson [1] [2], ed esattamente da Sneddon [5].
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Per & finito la questione sarebbe assai pili complicata, ma se si osserva

che le (56) sono dedotte dalle (3) e (6) eseguendo sulle stesse I'operazione
1

—- 77 ° essendo la densita del liquido, per la linearita dell’integrale di
Fourier, dalla (53) si ottiene subito la soluzione per un impulso unitario senza
eseguire nuovi complessi calcoli; é:

(57) ’721/%_98—‘?;““/1—1-% 2C{%(I—[—%>]cos[‘§—i(l+i)}+

R S e T |
o= 2 [ — 2 s 2

Quest’ultimo risultato tuttavia non ¢ di grande interesse, dato che il caso
rientra, come gia osservato dallo Stoker [6], che fornisce una soluzione appros-

. N . . . L
simata per valori di %—>oo, nella categoria dei problemi con energia ini-
ziale infinita. ‘
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