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M eccan ica . —  Sulla dinamica del corpo rigido{*\ Nota di G. F e r r a ­

r e s e ,  presentata (**} dal Corrisp. C. C a t t a n e o .

U na espressione della velocità angolare già introdotta in cinem atica delle 
deformazioni finite (1), ed alcune proprietà dei rotori (n. 1), consentono di 
porre le equazioni di moto di un corpo rigido con un punto fisso in una forma 
lagrangiana più com patta rispetto a quella usuale che utilizza gli angoli di 
Eulero. L a m aggiore uniform ità dei param etri di posizione im piegati (le com­
ponenti di un vettore q) attribuisce infatti un aspetto più simmetrico alle 
equazioni del moto, che costituiscono un sistema norm ale del secondo ordine 
con coefficienti dei term in i quadratici nelle qh razionali nelle qh.

Viene poi stabilito un semplice legame tra  i m om enti cinetici coniugati 
alle variabili qh e il m omento delle quantità  di moto.

1. P r e m e s s e : u n a  p r o p r ie t à  c a r a t t e r ist ic a  d e i  r o t o r i. Siano: 
% — O ci C2 C3 una terna cartesiana di riferim ento prefissata; $1 un rotore, cioè 
l’omografia corrispondente ad una generica rotazione attorno ad O, di versore 
u  e ampiezza cp (o <C 9 <  fi).

E noto che i coefficienti (rispetto a U) del rotore $1 possono essere espressi 
razionalmente m ediante il vettore q =  u  tg  — vettore caratteristico di $1 —. P re­
cisam ente si ha, per il trasform ato  di un qualunque vettore v, la seguente 
form ula di De F inetti (2):

(l)  =  v  +  q A (v +  q A v)

che stabilisce una corrispondenza biunivoca (3) tra  l’insiem e dei rotori e 
l’ordinario spazio vettoriale a tre dimensioni (4).

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei Gruppi di Ricerca matematica del 
Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(**) Nella seduta dell’8 maggio 1965.
(1) Cfr. G. «Ferrarese, Sulla velocità angolare nei moti rigidi e la rotazione locale nelle 

deformazioni finite, « Rend, di Matem. » (1-2), 18, 171 (1959).
(2} Cfr. B. De F inetti, Le isomerie vettoriali e una formula di Cisotti per gli spostamenti 

rigidi, « Rend. 1st. Lombardo», 67, 82 (1934) e, più recentemente, F. I. Fedorov, « Doklady 
Belarusskaja Akademija Nauk », Minsk (USSR), 2, 408 (1958).

(3) Se due vettori q  e q' individuano lo stesso rotore deve essere, per ogni v,

-  ■} a2 q A(v +  q A v) =  — , -l~a, 2- q' A (v +  q' A p ).A I H. A "T TI

Di qui, per v  — q, si ricava o == {q Aq) +  q' A (q' Aq), cioè q' ,\q  — o, quindi q' — \q. Con

(per la noia 4 ved. pag. seguente').
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Sulla base della (1) possiamo facilmente stabilire la seguente proprietà  
caratteristica dei rotori: D ata  una omografia y, se esiste un vettore q tale che sia

(2) y v —  q / \y v  =  v +  q A v

per ogni scelta del vettore o , y  è necessariamente un rotore e q il suo vettore 
caratteristico.

Per provare l’asserto basta far vedere che la (2) è univocam ente risolubile 
rispetto a yv  e dà luogo ad una form ula del tipo (1). Infatti, aggiunto il vet­
tore v  ai due m em bri della (2), e posto per brevità w  =  v  +  yv, essa si scrive

(3) —  q Avo =  2 v  .

Di qui, risolvendo rispetto a vo, si ottiene in modo univoco (5)

(30 W =  —+ q2 (V +  qA V  +  q vq )>

ciò che, tenuto conto della posizione fa tta  e della (1), prova l’asserto.
La (2) perm ette di riconoscere che: a) per ogni rotore oR sussiste l’id en tità (6)

(4) cft (v —  q A v) == v -j- q  A v  ;

b) il prodotto oR" =  gR' £R di due rotori oil ed eli', di vettori caratteristici q e q 
rispettivam ente, ha come vettore caratteristico (7)

(5) .1 q q

Si riferisca in fa tt i la  (2) ad eli', indi si ponga v =  q +  q .  Si ottiene suc­
cessivamente, tenuto conto della (4) per v  =  q e della identità cRg =  q: 

+  Q +  Q / \ q )  =  oil" (q +  q  — q  A q )  — q  +  q  +  q  A q ,  da cui

(6) q"  =  x (q  +  q  +  q  A q)

questa limitazione per q' la precedente identità si scrive

I 4- q 2 1 +  X2 q 2 q A v X2
i +  X2 q2 q A (q f\v )  =  0

e, dovendo essere verificata per ogni v, implica X2
I 4 X2 q2 ’ 1 .4- q 2 I 4- X2 q2

cioè nell’ordine X2 =  1 , X =  1, quindi la coincidenza di q' con q.
(4) Le rotazioni di ampiezza iz e versore qualunque u corrispondono al caso limite q  =  qu 

per q -► 00.
(5) Cfr. ad esempio A. Signorini, Lezioni di fisica matematica delVanno 1952-53, 2a ed. 

Roma, Veschi, p. 16. Direttamente si osservi che, posto zv =  Iv  4- uq 4 vgA v, l’equazione in 
esame si scrive Xv 4  [iq -f- vq A v  =  (2 — vq2) v  +  vq vq  +  XqAv, da cui l’espressione di w.

(6) Essendo q =  cRq  si ha successivamente, tenuto conto che un rotore coincide col suo 
complementare, qA & v =  eRqA&v =  cR (qAv).

(7) La (5) già figura nel lavoro citato in ( 2), p. 89, ma qui viene ritrovata più rapida­
mente.
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ove X è un param etro  da determ inare. D ’altra parte la (2), riferita ad oil'' per 
v  =  q, dà luogo all’identità

q '  f\(q  q) =  WJ q -— q .

Di qui, tenuto conto della (6) e dell’espressione di oR'g che risulta dalla (1):

q  —  q =  J ^ q , 2 4  A (4  +  4' A q) )

m oltiplicando scalarm ente per q f\ q, si trae in modo univoco X = ----- 1___
• 1— 4 4' ’ciò che prova l’asserto.

Nel seguito è indicata con p l’omografia

(?) P =  7  _|_ q2 ( l +  4  A)

e con p la sua coniugata (che si ottiene scam biando q con —  q):

(8) P =  T q r^ rO  —  «A) -

In base alle (3) e (3') l’inversa di p , p 1 si esprime con la form ula omografica 

( / )  2 p 1 =  I — q f \ + q ( q - ) .

2. Ca r a t t e r is t ic h e  d in a m ic h e  d i  u n  corpo  r ig id o  con  u n  pu n t o

FISSO IN FUNZIONE DI UN VETTORE POSIZIONALE q. — Siano: S un sistema 
rigido con un punto fisso Q — O, in moto rispetto alla terna di riferim ento 
% =  O ci C2 C3 ; %' — D ix h  is una terna solidale ad S che, per semplicità, si 
suppone coincidente con la terna principale d ’inerzia relativa al punto Q; a 
l’omografia che, rispetto alla terna ha per coefficienti (8)

Ai 0 0

G == 0 A2 0

0 0 A3

(A* , h =  1 , 2 , 3 ,  m om enti principali d ’inerzia per il punto £2); cR (t) il rotore 
che po rta  % in V :

^ ch =  ih ( h =  1 , 2 , 3);
q (t) =  u  tg  —- il vettore caratteristico di gR .

Le componenti qh d i q secondo la terna fissa  essendo atte a definire cR, 
quindi la posizione di S rispetto a possono assumersi come coordinate la- 
grangiane di S, in luogo degli abituali angoli di Eulero. L ’uso di tali coordinate 
consente espressioni sintetiche per la velocità angolare e per il m om ento delle 
quan tità  di moto, quindi per l’energia cinetica.

(8) I coefficienti di una omografia, così come le componenti di un vettore, si intendono 
sempre riferiti alla terna fissa %.
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Per quanto riguarda la velocità angolare co (/) sussiste la seguente formula:

(9) o> —  —  (q +  q[\q) =  pq

(il punto indica derivazione rispetto al tempo), da cui, avuto riguardo alla (4),

(9') a ~ 11» =  J l q2 (g —  g A q) =  pg ■

L a (9) si presta ad esprim ere le componenti della velocità angolare se­
condo la terna  fissa in funzione della qh e qh. L a (9') invece, posto che 
olt~1co-ch =  io • ih, si presta ad esprimere, in funzione delle stesse variabili, le 
com ponenti di co secondo la terna solidale.

Per quanto  concerne il m om ento delle quantità  di moto K (rispetto al 
punto fisso O), da oR 1K =  gcRV1 co segue

(10) cif- "1 K =  opq ;

quindi per l’energia cinetica, T  =  — St-1  K-$t—1 co:

( " )  'T =  - - P - «  =  2 -A ?*

(som m a sottintesa rispetto ad ove si è posto 

(12) P =  pcp q .

Le com ponenti di p  secondo la terna fissa % dànno i mom enti cinetici

p h == =  1 , 2 ,  3), sì che la (12) fornisce il legame tra  questi e le

velocità lagrangiane qh . Esplicitam ente sarà p A =  ahk qk (somma sottintesa 
rispetto a k), ove i coefficienti ahk =  akh == cÀ-pGpck sono fu n z io n i razionali 
delle qh \

j ahh =  j r f e f  [A, +  A, +1 +  A, +2 (s H-W
(l3)

I « W i =  (I +4g2)2 [(A* —  A^+ i)r +2 — a ^+2qh qA+1] (A =  . 1 ,2 ,3) .

Inversam ente si avrà 

(12') q =  p - 1 G -1 p - 1 p,

ovvero qh =  ahk p kì ove i coefficienti a!111 —  c//-p~ 1 G~ 1 p~l ckl reciproci degli 
ahk, sono polinom i d i quarto grado nelle qh :

Ò 3')

4 an

l 4 aM+1-

[1 -f (<̂ )2]2 , (g&+2—qh qh+!)2 (^  +1 -f qh qh+2)2
Ah ‘ Aa+i ‘ Aa+2

[1 +  (^)2] {qh+2 +  ^ ^ + 1 )  [1 -[- (^ + 1)2](^ + 2-—qh qh+i)
Ah A/2+1

(^r/?+i 4_ qh qh+2} (qh— ^ + 1 ^ + 2)

A  ̂+ 2 (a =  1 , 2 , 3 ) .
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L a (12) fornisce un legame significativo tra  p  e K. Precisamente, avuto 

riguardo alla (io) e all’identità p^T-1 == p — p che si desume dalla (4), 
si ha:

(14) P =  (K —  g A K) =  pK .

L a (14), come già la (9) per co, precisa il significato cinematico di p:  se ad  
un dato istante % è sovrapposta a , in  quell'istante è p  =  2K.

Infine, indicate con M À (h =  1 , 2 , 3) le componenti secondo la terna 
fissa del m om ento della sollecitazione attiva M  (rispetto ad O), il lavoro elem en­
tare corrispondente si scrive, avuto riguardo alla (9),

(15) d L == M  -a>dt =  — ^ - ( M '— q A M) • q d t =  Fh dqh, 

ove le quan tità  sono le com ponenti secondo la terna % del vettore

( 16) F  =  — r ( M  — g A M ) ^  p M .

3. E q u a z io n i d i  MOTO. -  Si hanno così tu tti gli elementi per esplicitare le 
equazioni di moto di un solido con un  punto fisso senza attrito  nelle variabili 
prescelte qh. Basta partire  dalla form a lagrangiana

t \ d  3T dT T7 , 7 v
Cr 7) -fó — FA (A — I , 2 , 3),

ove T  e le a/,k ed sono definite dalle (13) e (16) rispettiva­

m ente; ovvero dal teorem a del m om ento delle quantità di moto utilizzando le 
(12) e (14).

Più rapidam ente, posto che nella varietà riem anniana V3 di coordinate 
locali (gh) e m etrica ds2 =  2 T  d t2 — auk (q) dqhdqk le equazioni (17) assumono 
l’aspetto tipicam ente newtoniano (9)

=  (A = 1 , 2 , 3)
(D simbolo di differenziazione assoluta; vh =  p h — dhk <P), si avrà 

(17") qh =  ahl [F* —  (rs , k ) qr qs] ,

ove i coefficienti (rs , k) =  A  (3, ask +  3, ^  —  3* , (4  =  -A )  sono, come ri-

sulta dalla (13P fu n z io n i razionali delle qh.
D alja (17') segue che le traiettorie dinam iche sono geodetiche di V3 se e 

solo se si ha F =  \ p  ovvero, come risulta dal confronto delle (14) e (16), 
M  =  XK; quinci, avuto riguardo al teorem a del momento delle quantità di 
moto, nel solo gaso che M  abbia direzione invariabile rispetto a % e sia K0//M0.

(9) Cfr. J. L. S y n g e , On the geometry of dynamics, « Phil. Transactions, » 226, s.a. 
(1927).

4 2 . — RENDICONTI 1965, Voi. XXXVIII, fase. 5 ,
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Se poi le derivano da un potenziale (q) (10), le (17") possono essere 
sostituite dal sistema ham iltoniano

.h _  3K . dK /7
( ì  dph ’ Ph q̂h Q1 1 > 2 y 3)

ove la funzione X (gip), energia totale del sistema, è così definita a partire 
dalla (13'):

(19) ^ (gip) =  — ahk Cq) PhPk — ^  (q) •

Si noti che i  secondi membri delle (18) sono polinom i nelle q e p> almeno se a 
tale condizione si uniform a anche la funzione potenziale.

L a form a lagrangiana (17") delle equazioni di moto, nonché quella hamil- 
ton iana (18), po trà naturalm ente interessare solo quei problem i dinam ici che, 
per la dipendenza del m om ento delle forze daH’orientam ento del corpo, non 
possono essere tra tta ti con le sole equazioni stereodinam iche di Eulero.

Per quanto riguarda infine il semplice legame invertibile (14), tra  p  e il 
m om ento delle quan tità  di moto K, esso potrebbe far pensare alla possibilità di 
introdurre, in luogo delle qhì (11) altre tre variabili posizionali Qk in modo che la 
trasform azione (qh , p^) <—> (Qh , K J  (KA componenti di K secondo la terna 
fissa) sia canonica. Tale possibilità è peraltro da escludere, come si può ricono­
scere con semplici considerazioni che qui omettiamo.

(10) Per un solido pesante, indicate con xo,yo,zo  le invariabili coordinate del bari­
centro rispetto alla terna solidale % e supposto C3 orientato come la verticale discendente, si 
ha (g) =  tfligZQ= 9ftgC3-cR (xo C i +  yo C2 +  zo C 3), ovvero esplicitamente, avuto riguardo 
alla (1),

(?) =  - 2 [*« (?2 -  r r) - y o  (?i +  <?2 r) +  *„ (rr +  *> (rri •

(11) Si noti che una rotazione di vettore q' della terna di riferimento % implica, con­
cordemente alla (5), una trasformazione q <—» Q del tipo

=  Q +  g  +  Q A g' 0  _  g  — g  — g  A g'
1 — g ' Q  v  i + g g '

SUMMARY. — Equations of motion in lagrangian form are established for a rigid body 
with a fixed point, by using an expression of the angular velocity previously introduced by 
the Author in the kinematics of finite deformations. This form of the equations, in which the 
components of a vector q  are used in describing the angular motion, instead of Eulerian angles, 
constitute a normal system of second order in which the coefficients of the quadratic terms 
in qh are rational functions of qh.

Moreover a simple relationship is given between the angular momentum and the mo­
mentum conjugate to q.


