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Geometria. — S u i gruppi di traslazioni d'un piano affine fin ito . 
N ota di P e t e r  D em b o w sk i, p re se n ta ta ^  dal Socio B. S e g r e .

Sia A un piano affine a r b i  t r a r i o  , avente n punti su ogni re tta  in è cioè 
l ’ordine di A), e sia T  un q u a l u n q u e  gruppo di traslazioni di A. V a rilevato 
che non postuliam o che A sia un piano di traslazione, nel senso di A ndré [1], 
e che T  non è necessariam ente il gruppo di tu tte  le traslazioni di A. Nella p re­
sente Nota, a complemento di un risultato di Gleason [3], stabiliremo, varie 
proposizioni concernente il modo di operare di T  su A. Troverem o, fra l’altro, 
una condizione sufficiente affinché n sia una potenza d ’un num ero primo 
(teor. 1). Il teor. 2 può servire per rettificare una dimostrazione difettosa di 
P iper [5]; questo A. ha però inform ato l’autore di possedere u n ’altra m aniera 
più elegante per colm are tale lacuna.

Prem ettiam o alcune convenzioni terminologiche. I punti e le rette di A 
vengon qui rispettivam ente denotati con lettere latine maiuscole e minuscole; 
le lettere m inuscole in grassetto  designano i fasci di rette parallele di A. Il sotto­
gruppo delle traslazioni di T  che lasciano fissa ogni re tta  di un fascio p  è deno­
tato  con T^,. Indichiam o con h i , • • •, hm (m ^  1) gli ordini fra loro diversi dei 
vari Tp , e con s{ il num ero dei fasci p  tale che | Tp | =  h; (i =  1 , • • •, m). 
Infine, chiam iam o t  il num ero delle T -o rb ite  di punti di A.

In virtù d ’un risultato dell’autore ([2], Satz 2), abbiam o che

(1) I l  numero delle T - orbite d i rette è n fi- t.

Poiché T  opera regolarm ente sugli n2 punti di A (e cioè soltanto l’identità 
lascia fisso un punto), così:

(2) t \ T  \ =  n2.

Il num ero dei fasci di A  essendo n fi- 1, si ha
m

(3) =  « 4 - . i ;
i—1

contando poi le traslazioni in T, otteniam o
m m

(4) | T | =  1 +  2  A  —  0  =  2  st — n.
t= 1 i=l

Lemma i. -  Se \ rYp \ =  hiy il  fascio p  è decomposto in th- n ~ x orbite di 
rette, ed ogni tale orbita consiste d i n2 (th fi- 1 rette (i =  1 , • • •, m).

D i m o s t r a z i o n e .  -  L a re tta  x  sia contenuta nell’orbita x, sottin­
sieme del fasfcio p  con | Tp \ =  h{ . A llora | T,- | =  | x  | e, a causa della (2),
| x  | =  n2 ( th fi-1. L ’altra  asserzione segue allora in quanto | p  | =  n. (*)

(*) Nella seduta dell’8 maggio 1965.
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Osserviam o due conseguenze del Lem m a 1:

(5) thi =  o mod n ) ed =  o mod {thf, i =  1 , • • ., m  ;

m
(6 ) n (n +  t) =  t  2  st .

i= 1

Le (5) discendono in modo banale dal Lem m a 1, m entre in virtù della (1) e 
del Lem m a la (6) non fa che esprim ere in due modi diversi il num ero com­
plessivo delle orbite di rette. Notiam o che la (6) può essere usata per dim ostrare 
il resultato  di Gleason secondo cui, supposto m  =  1 <  | T  |, cioè se tu tti i Tp 
hanno lo stesso ordine h  >  1, il gruppo T  dev’essere d ’ordine n2 ed A  è un 
piano di traslazione; per i particolari rinviam o a [3].

Lemma 2. -  T agisce transitivamente sopra {almeno) un'orbita d i rette se, 
e soltanto se, | T | n.

D i m o s t r a z i o n e .  -  È  chiaro che T  non può essere transitivo su 
nessun fascio se | T | <  n. Inversam ente, se | T j ^  n, sia h  il più piccolo 
degli hi , i  =  1, • • •, m. Il Lem m a 1 m ostra ch’è sufficiente provare la th  =  n. 
Sappiam o da (5) che c’è un intero k  tale che th  =  kn\ dobbiam o m ostrare 
che k  =  1. O ra (2), (3), (4) e l’ipotesi | T  | ^  n  im plicano successivamente:

n* ( th ) - '  =  1 1 T | ( th )~ '= h - 1 ( 2  K  Si—  n j  ^

=  h ~ ' (̂ h 2  si —  n j =  n-\-  i —  h~ 1 n  ^  n  +  i —  h—x \ T | =  n  +  i —  (th)—'.

D unque 2 n2 (th )~ x ^  n -\- 1 n, onde 2 n )> tk  =  kn  e k  <  2, eppertanto 
k  =  1, q.e.d.

T e o re m a  i. -  S ta  | T  | ^ n  e T=f=Tp per ogni fascio  p. Allora n e t  
sono potenze d i uno stesso numero prim o , ed n  ^  t.

D i m o s t r a z i o n e .  -  L a condizione T  =]= Tp m ostra che T  contiene 
traslazioni non—identiche in direzioni diversi. È  ben noto che, in questo caso, 
il gruppo T  è elem entare abeliano; cfr. per esempio [3]. A llora | T  | =  p c per 
un certo prim o p  ed un intero c >■ 1. In virtù del Lem m a 2, | T  n  im ­
plica che c’è un fascio p  su cui T  opera transitivam ente. D unque

pc =  I T | =  I Tp I I p  | =  I Tp | *,

ed n  è un divisore di p c, quindi n =  p e con e ^ 'c .  A causa della (2), anche t  è 
una pqtenza di ed n ^  t, q.e,d.

COROLLARIO. -  Se tu tti i  Tp sono =|= 1 , allora n è una potenza d 'un  numero 
prim o.

Injvero, Tp f = i  per ogni p  im plica | T |  > n  (Ostrom [4] theor. 1, ha 
m ostrato anche l’im plicazione conversa) e Tp =j= T, dunque le condizioni 
del teor. 1 sono soddisfatte, onde l ’asserto.

Ci occuperemo ora di una situazione simile, m a più complicata, di quella 
del risultato  di Gleason sopra citato.
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T eo rem a  2. — Sta n2 >  | T  | >  | Tp | per ogni fascio p, e supponiamo 
che tutti i Tp =|= 1 hanno uno stesso ordine h >  1. Allora il numero s dei 

fasci p  tale che Tp — 1 è divisibile per h , ed sfi>^n oppure n  =  2* =  | T  | ^  
h =  s — 2.

D i m o s t r a z i o n e .  -  R isulta o <  .s* <?z a causa del teorem a di Gleason, 
e perché T  =}= T* per ogni />. Inoltre, | T  | =■ pF >  h =  p d per un certo 
num ero prim o p  e convenienti c , d. O ra le (2), (6) im plicano le

m

n (n +  n% p ~ c) =  n (n +  t) =  h{ s{ =  t  [j +  (n +  i —  s) pd\ =
i l

— n2 fi—c [s +  (n +  1 —  s) p d) 

da cui, con un calcolo elem entare, segue la

(7) p d (pc~ d —  1) =  ( n —  s)(p d — 1).

M a p d e p d—  1 sono relativam ente primi, sicché pd —  1 divide p c~ d— 1. D un­
que d  è un divisore di c\ poniamo*: =  ( k + i)d ,  dove k > 0  perché c > d .  
Siccome >  o, esiste un fascio p  con T ,̂ =  1 ; e siccome T  opera regolarm ente 
sulle n  re tte di />, così I T  | =  p c dev’essere un divisore di n. Esiste pertanto 
un intero r  tale che

(8) n  =  rfic =  r‘pih+i)d _

Le (7)> (8) m ostrano che n ed n —  s sono divisibili per h =  p d, ond’è s — o 
m od A, e la prim a asserzione è dim ostrata. Posto

(9) s =  qpd ì 
dalle (7), (8), (9) segue la

(10) q =  rpkd —  (pkd —  1 )/(pd —  1).

Se s fg fIn, a! causa delle (8), (9) si ha

(11) q ^ r  p(,k~i) d!2 ^

Le (io), ( i i )  forniscono la seguente disuguaglianza quadratica per i r  :

f  ]/V p  (^+l)a?/2 <  (̂ p̂ d   i )  p — (̂ pd  —1̂

equivalente qlla

f i  —  4  2 ^  — p-Q +W  +  (pkJ —  1) p-kd(^pi---!)-l_

Il secóndo m em bro di questa disuguaglianza è

(fid —  I)” 1   \(pd   I ) " 1 — (4 pd)~ !] p ~ kd ^  (pd   l)~ l ^  I ,

perché Arp d >  p d —  1. Allora, siccome k +  1 ^  2, si ha

ir  1 +  ILp—{k+i)d!2 <c j q, — p~d T +  — <  Ì2 ,
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quindi r <  2. M a r  è per definizione un intero, sicché

(12) r = i .

Dalle (8), (12) e | T | =  p c segue la | T  | — n. Per stabilire che p  =  2 =  h, 
esprim iam o la (12) nelle (io), ( n ) ;  otteniam o così:

1 L̂p-tt+WIZ-  ̂(j)*d— i)p~kd(pd— 1)— —1)—i<g — Jr(pd 1)—x,

e quindi (pd—  i ) ^ >  ~  ossia p d <  3. D unque h =  pd =  2, e d =  1. Infine,

avuto  anche riguardo alla (12), la (io) m ostra che q  =  1, e quindi s =  2 a ca­
gione della (9); ciò com pleta la dim ostrazione del teor. 2.

Si potrebbe pensare che il secondo caso del teor. 2 non potesse avere luogo; 
in altre parole, che sia sem pre s >  Il seguente esempio m ostra però che ciò 
non è vero. Sia A il piano (pascaliano) sopra G F (2*). Allora le traslazioni

(x >y) (x +  u  , v  +  u 2), per tu tti gli u t  G F (2*),

form ano un gruppo T  con | T  |=  n =  2e ed s =  h =. 2.
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SUMMARY. — Let A be an affine plane of finite order n and T a group of translations, 
not all with the same direction, of A. If  |T | A n, then n is a power of a prime. If  \T\ < n2 
and the non-trivial subgroups with fixed directions all have the same order k  >  1, then the 
num ber of directions for which T contains no non-triv ial translations is either 2 or >  
in the first case |T| =  n is a  power of h — 2.


