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Topologia. — Realizzazione dell’isomorfismo di De Rham per le
varieta relative ©. Nota di FRANCEsco Succt, presentata @ dal Corrisp.
E. MARTINELLLI.

1. INTRODUZIONE. — In un precedente lavoro (cfr. [8]) ho stabilito il
teorema di isomorfismo di De Rham nel caso relativo, riferendomi ad una
varietd differenziabile reale di classe C*°, modulo un suo sottoinsieme chiuso
soddisfacente ad ipotesi molto larghe.

Nel presente lavoro mostro che tale isomorfismo pud realizzarsi, analoga-
mente al caso assoluto, mediante integrazione, sui cicli differenziabili relativi,
delle forme chiuse nulle sul sottoinsieme.

2. RICHIAMI E DEFINIZIONI. — Sia X una varietd differenziabile reale
n—dimensionale, di classe C*, e D un suo sottoinsieme chiuso il quale sia 'unione
di un numero finito di varietd differenziabilmente immerse in X, anche in
modo non regolare. Precisamente supponiamo che:

a) esistano £ varietd differenziabili reali M; di dimensione #; < 7,
di classe C* (s> 2), eventualmente dotate di bordo, ed altrettante applicazioni
differenziabili, non necessariamente ovunque regolari, F, di classe C*:

(2.1) F,:M;, — X, (=1, -,4),
in modo che risulti:
&
(2.2) U F; My =D;
P

&) Tinsieme dei punti critici di F; nei quali &: rango F,=r<mn;, se
non ¢ vuoto o costituito da un numero ﬁnlto di punti, sia localrnente rappre-
sentabile mediante applicazioni differenziabili regolari;

¢) ogni punto y € D possieda in X un sistema fondamentale di intorni
aperti, { V; (¥)}, tale che in ogni V,(¥) esista una contrazione differenziabile
®?, di classe C', di V;(y) al punto y:

(2:3) O 1V, () X T—— V; (3)
(I = intervallo chiuso [0, 1]), con le proprieta:

(I) @ contrae DAV, (3) in se stesso,
0
(ID) @Y e —5;— (€ 1) sono di classe C* rispetto ad x €V, ().
(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di Ricerca del C.N.R. per I’anno accade-

mico 1964-65.
(**) Nella seduta dell’8 maggio 1965.
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Ovviamente in ogni punto x € X — D esiste un sistema fondamentale di
intorni aperti V; (x) contraibili ad x con una contrazione differenziabile di
classe C*. Nel seguito per « aperto V contraibile » intenderemo un qualunque
aperto contraibile ad un suo punto se VD = ¢, mentre se VA D==¢ in-
tenderemo che V sia contraibile ad un punto ¥ di DNV con una contrazione
del tipo indicato in ¢), cio¢ che V sia uno dei V; ().

Una forma differenziale « definita su X (o su un aperto di X) si dice
nulla su D se sono nulle le sue immagini trasposte F; « mediante le F;, per
J=1, -,k /

Come in [8] indicheremo con € il prefascio su X che ad ogni aperto U
associa I'R-modulo Q”(U, D) delle p—forme differenziali reali di U, di classe C*,

nulle su DNU; con a7 il sottoprefascio di Q7, che ad ogni U associa I'R—mo-
dulo §? (U, D) delle p—forme chiuse di Q? (U, D); e con Q?, Q7 i corrispon-
denti fasci di germi.

Converra ricordare i seguenti risultati di [8]:

A) In ogni aperto V contraibile di X, la successione:

(24 O —='(V,D)—s Q"1 (V,D) %5 G (V,D) —— O

¢ esatta.
B) La successione esatta:

(25), O— WO =Ry p-—*5Q0 2. _d, .. 4 0O 4

¢ una risoluzione fina del fascio Rx_ p dei reali concentrato su X — D.

3. LA RISOLUZIONE DEL FASCIO Rx_p MEDIANTE LE COCATENE SINGOLARI
DIFFERENZIABILI RELATIVE. — Per-un aperto U di X, con la struttura differen-
ziabile indotta da quella di X, consideriamo I’R-modulo C,(U, D; R) quo-
ziente del’R-modulo delle p—catene (singolari, finite, a coefficienti reali) dif-
ferenziabili C” (» > 1) di U, rispetto al sottomodulo delle p-catene aventi
sostegno contenuto in D NU. Per omologia differenziabile relativa di U
mod. D (cio¢ di U mod. DN U) intenderemo !’omologia del complesso
{C,(U,D;R),2} (dove @ & "'omomorfismo bordo indotto), e la indicheremo
con H, (U mod. D ; R). ‘

Indicheremo poi con C? (U, D; R) 'R-modulo delle p—cocatene singolari
differenziabili, a valori reali, di U mod. D; esso & duale di C,(U,D;R) esi
puo identificare con I"R-modulo delle funzioni lineari reali sulle p—catene
differenziabili di U, che sono nulle sulle catene a sostegno contenuto in DOU.

Consideriamo ora i prefasci C* e Z? su X:

(3.1) ¢’:U—-C’(U,D;R) , Z7':U—>7’(U,D;R),

dove Z” (U, D;R) ¢ I'R-modulo dei p—cocicli relativi di Cs(U,D;R).
?
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Per ogni aperto V contraibile (cfr. n. 2) la successione:
(32 O—=Z""'(V,D;R)——C* " (V,D;R)—~ Z*(V,D;R)— > O

¢ esatta, perché V. e VND hanno il tipo d’omotopia di un punto.
Passando al limite diretto, per ogni x € X, sugli aperti contraibili V 3 x,
indicati con Z?, C? i fasci di germi di cocatene corrlspondentl rispettivamente

ai prefasci Z? Cp, si ottiene da (3.2), per p=r1, , la successione esatta
di fasci:
<3> O ZO 2 EO d él d . d éﬁ d

la quale costituisce una risoluzione fina del fascio Rx_p dei reali concentrato
su X — D, in quanto il fascio Z° dei germi delle O—cocatene (le quali sono le
funzioni costanti sugli aperti U) ha la fibra su x € X — D coincidente con R
e la fibra su y € D ridotta al solo zero; d’altra parte si riconosce, come nel caso
assoluto (cfr. [2]), che i fasci C? sono fini.

4. L’ OMOMORFISMO DI COMPLESSI, d. — L’integrale di una p—forma
a? €Q? (U, D), (cio¢ nulla su D, cfr. n. 2), su un, p-simplesso differenziabile
6, il cui sostegno & contenuto in DNU, & nullo:

(4.1) J a?=o0.
Sp
Cio segue dalle ipotesi poste nel n. 2.
Da (4.1) e dal teorema di Stokes si deduce il teorema di Stokes « relativo:

¢s+1€C U,D;R
(4.2) fd“ﬁ_f“ﬁ 511 €Cp1( )
2,4;1€C,(U,D; R).
1 pqa

Quanto precede mostra che l'integrale:
a?€ Q, (U, D)
o?,
f ¢, €C,(U,D;R),

(4-3)

s
definisce, analogamente al caso assoluto, un omomorfismo di R-moduli:
(4.4) 9:0°(U,D)— C”(U, D;R),

il quale & un omomorfismo del complesso {Q”(U,D),d}, delle forme di U
nulle su D, nel complesso {C?(U,D;R), 3} delle cocatene differenziabili
relative di U mod. D, giacché, per la definizione di omomorfismo cobordo e
la (4.2), risulta:

(4.5) 39 =39d.
Poiché

(4.6) 4" (U, D) =2"(U,D;R),



642 Lincei ~ Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XXXVIII — maggio 1965

identificandosi tali R-moduli con R se UND =0 o0 con O se UnD ==,
si ha che: ‘ '

(4.7) 9: 3 (U, D)2~ (U,D;R) ¢ lidentita.

In ogni aperto V contraibile sussiste allora, come si deduce da (2.4),
(3.2), (4.5), il seguente diagramma commutativo a righe esatte:

0—=0"'(V,D) Q' (V,D) 45 &*(V,D) —>0
(4.8) ‘3 ’3 ’3
! R y
0——Z7"(V,D;R)—— C*7'(V,D;R) > Z?(V,D;R)—— O

dove, per p =1, il primo omomorfismo J a sinistra & I'identitd in base a (4.7).
Per U = X, indichiamo con J, 'omomorfismo — indotto da J — degli

R-moduli di De Rham R” (X, D)= Q?(X , D)/dQ’ " (X, D) negli R-mo-

duli di coomologia singolare differenziabile relativa H? (X'mod.D ; R) =
=Z7’(X,D;R)/5C* ' (x,D;R):

4.9) 9,:R*(X, D) —— H?(X mod. D; R).

5. IL TEOREMA DI ISOMORFISMO. — Per conseguire il risultato voluto,
occorre provare che J, (cfr. (4.9)) ¢ un isomorfismo. Cid pud ottenersi, come
ora faremo, sviluppando la dimostrazione ormai classica del teorema di
De Rham, basandosi sulle due risoluzioni fine (2.3), (3.3), una mediante le
forme e l'altra mediante le cocatene, del sfascio Rx_p, e tenendo conto degli
omomorfismi che rimangono indotti da J.

Dal diagramma (4.8), passando al limite diretto sugli aperti V contraibili,
si ottiene il diagramma commutativo a righe esatte:

e Y
o) Q1 [0 L o S ¢
1 3 g lﬁ
(5.1) ! |

O 7?71 L&' _L7__,0

Iy

dove ¥ & omomorfismo di fasci indotto da J, e ancora, per p =1, il primo J
a sinistra & lidentita di O° =Z° =Rx_p.

A sua volta § induce un omomorfismo 5* tra gli R—moduli di coomologia
delle successioni esatte di coomologia (di Cech o di Grothendieck-Godement)
che si deducono dalle due righe esatte di (5.1), essendo X paracompatta.

Indicato con il ricoprimento di X costituito dagli aperti contraibili
V, denoteremo con Cg),, (X, D ; R) il sottomodulo di C, (X, D; R) costituito
dalle p — ®—catene differenziabili di X mod. D, cio¢ delle p—catene combi-
nazioni lineari (finite) di simplessi il cui sostegno & contenuto in uno degli
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aperti V. Le p—cocatene singolari differenziabili di X mod. D definite sulle
V-catene Cg,, (X, D; R) costituiscono I'R-modulo C%, (X ,D;R) delle
p—W—cocatene differenziabili di X mod. D (o cocatene localizzate di X mod. D).

Cid posto lo zeresimo R-modulo di coomologia H®(X , ¢* ) =T (X ,&P)
a valori nel fascio C? di germi di cocatene, si identifica con 1’R-modulo
C% (X ,D;R) delle p ——cocatene differenziabili di X mod. D e analoga-
mente H’(X , Z%) = T' (X, Z%) si identifica all’R-modulo 7% (X ,D;R) dei
p— D—cocicli di C4,(X,D;R). Si ha quindi:

(s2) H'(X,0%H=C4H(X,D;R) , H'(X,7)=74(X,D;R),
e anche, come noto:
(5.3) H' (X, 09 =0/(X,D) , H"X,0) =& (X,D).

Tenuto allora conto di (5.2.), (5.3) e del fatto che i fasci O?, C? sono fini,
da (5.1) si trae, con la solita tecnica:

0—-d¥ " (X,D) -3 (X,D) —H'X,¥HaH(X, ¥ )n . ~wH? (X,00

< 0

5 : ls*

(5’4) l‘%)) lgs)) 15*
0 - 3C4 (X, D;R) > Z4, (X ,D;R)—~H (X, 22 Y~ HY (X , 22 Ha - - - ~H? (X, 7%

dove J¢, & 'omomorfismo che si ottiene integrando sulle ®—catene, e 'ultimo
ol . IRy » N . . IRy .
omomorfismo &, a destra & l'identithd, perché & indotto dalla identita di

Rx_p (= Q= 7%). Ne segue che tutti gli altri 3* sono isomorfismi. Da cid,
posto Z4,(X , D ;R)/3C45 (X, D ; R) = H%,(X mod. D ; R), segue che:

(I) L’ omomorfismo:
Ja, : R? (X, D) ——> H% (X mod. D ; R)

e un isomorfismo.

Per passare dalla ®-coomologia d.r. (differenziabile relativa) alla coomo-
logia d.r. basta notare che la prima & duale della ®-omologia d.r., la quale
¢ isomorfa all’omologia d.r., I'isomorfismo essendo indotto, come nel caso sin-
golare continuo, da una inclusione. Facendo allora uso di suddivisioni bari-
centriche iterate si riconosce che integrando le classi relative di De Rham sulle
%—catene d.r. o sulle catene d.r. si ottengono le medesime classi di coomologia;
cioe:

(IT) L’omomorfismo.

9, : R?(X, D) —— H?(X mod. D ; R)

¢ un isomorfismo, ovvero: [l'isomorfismo di De Rham si pué realizzare — nelle
ipotesi del n. 2 — mediante integrazione, sulle catene differenziabili relative di
X mod. D, delle classi relative di De Rham.



644 Lincei - Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XXXVIII ~ maggio 1965

Inoltre, come nel caso assoluto, effettuando le integrazioni sui soli cicli
(differenziabili relativi) si ottiene il medesimo isomorfismo; pertanto:

(IIT) Nelle ipotesi del n. 2, lisomorfismo che esprime la dualits tra la
coomologia di De Rham ¢ I'omologia singolare relative (cfr. [8], n. 5)

R? (X, D) ~ Hom (,H, (H mod. D,Z),R) ~ Hom (H,(X mod. D;R),R)

si puo realizzare mediante integrazione, sulle classi dei cicli differenziabili rela-
tivi di X mod. D, delle classi relative di De Rham.

Cio permette, una volta introdotta una base nel’R-modulo H, (X mod.
D;R) — cicli fondamentali di X mod. D - e considerati i corrispondenti
periodi relativi delle forme differenziali (nulle su D), di enunciare, in forma

perfettamente analoga a quella del caso assoluto, il I e II teorema di De Rham
per le varietd relative.
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3

ABSTRACT. — It is shown that the De Rham’s isomorphism for a relative manifold
X mod. D, where D is a closed subset of X subject to weak conditions, can be realised, like

in the absolute case, by integration, on the differentiable relative cycles, of closed forms of
X vanishing on D.



