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Topologia. — Realizzazione dell'isomorfismo d i De Rham  per le 
varietà relative n . Nota di F rancesco S ucci, presentata (**} dal Corrisp. 
E. Martinelli.

1. I n t r o d u z i o n e . -  In un precedente lavoro (cfr. [8]) ho stabilito il 
teorem a di isomorfismo di De R ham  nel caso relativo, riferendom i ad una 
varietà differenziabile reale di classe C°°, modulo un suo sottoinsieme chiuso 
soddisfacente ad ipotesi molto larghe.

Nel presente lavoro m ostro che tale isomorfismo può realizzarsi, analoga
m ente al caso assoluto, m ediante integrazione, sui cicli differenziabili relativi, 
delle forme chiuse nulle sul sottoinsieme.

2. R i c h i a m i  E d e f i n i z i o n i . -  Sia X una varietà differenziabile reale 
^-dim ensionale, di classe C°°, e D un suo sottoinsieme chiuso il quale sia l’unione 
di un num ero finito di varietà differenziabilm ente immerse in X, anche in 
modo non regolare. Precisam ente supponiam o che:

a) esistano k  varietà differenziabili reali My di dimensione Uj <L n, 
di classe O  (s>  2), eventualm ente dotate di bordo, ed altre ttan te applicazioni 
differenziabili, non necessariam ente ovunque regolari, Fy di classe Cs :

(2* 0  F / : My ------5- X , ( j  =  1 , • • •, >è),

in modo che risulti:

(2.2) U Fy (My) =  D ;
j=i

b) Pingieme dei punti critici di Fy nei quali è: rango Fy =  r < in Jì se 
non è vuoto o costituito da un num ero finito di punti, sia localmente rapp re
sentabile m ediante applicazioni differenziabili regolari;

c) ogni punto y  e D possieda in X un sistema fondam entale di intorni 
aperti, {V,- (y) }, tale che in ogni V,. (y) esista una contrazione differenziabile

di classe Cs , di V,- (y) al punto  y:

(2-3) <D^) : V; (y) X I ------> V i (y)

(I =  intervallo chiuso [o , 1]), con le proprietà:

(I) contrae D n V ,-(j/)  in se stesso,

(II) O; e ■ (ie  I) sono di classe C03 rispetto ad x e V ,-(y ).

mico
(*) Lavoro eseguito nell’am bito dei Gruppi di Ricerca del C .N.R. per Fanno accade- 
1964-65.
(**) Nella seduta dell’8 maggio 1965.
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O vviam ente in ogni punto j  6 X — D esiste un sistema fondam entale di 
intorni aperti V,. (x) contraibili ad x  con una contrazione differenziabile di 
classe C°°. Nel seguito per « aperto V contraibile » intenderem o un  qualunque 
aperto contraibile ad un suo punto se V f)D  =  0, m entre se V f i  D =f= 0  in 
tenderem o che V sia contraibile ad un punto y  di D f i  V con una contrazione 
del tipo indicato in c), cioè che V sia uno dei V ^ y ) .

U na form a differenziale oc definita su X (o su un aperto di X) si dice 
nulla su D se sono nulle le sue im m agini trasposte F* oc m ediante le Fy, per 
J  U  * ’ * >

Come in [8] indicherem o con i ìp il prefascio su X che ad ogni aperto U
associa PR -m odulo Q^(U, D) delle ^>-forme differenziali reali di U, di classe C°°,

°  ,

nulle su D f ìU ; con £lp il sottoprefascio di che ad ogni U associa l’R —m o

dulo Qp (U , D) delle /(-form e chiuse di Qp ( U , D); e con Ùp , Ùp i corrispon
denti fasci di germi.

C onverrà ricordare i seguenti risultati di [8]:
A )  In ogni aperto V contraibile di X, la successione:

(2.4) O ---- -> Q ^ 1 (V , D) Q .^ 1 (V , D) —1 *  &  (V, D ) ----- » O

è esatta.
B) L a successione esatta:

(2 .5 ) , O ---- >Ù° =  R x _ d - U  Q ° ~ ~ >  O1—^ --------. . .

è una risoluzione fina del fascio R X,_D dei reali concentrato su X — D.

3. L a  r i s o l u z i o n e  d e l  f a s c io  R x _ d m e d i a n t e  l e  c o c a t e n e  s i n g o l a r i  
D IFFEREN ZIA B ILI RELATIVE. -  Per* un aperto U di X, con la stru ttu ra  differen
ziabile indotta  da quella di X, consideriamo PR -m odulo  Cp (U , D; R) quo
ziente delbR —modulo delle ^ —catene (singolari, finite, a coefficienti reali) dif
ferenziabili Cr (r >  1) di U, rispetto al sottomodulo delle ^ -ca ten e  aventi 
sostegno contenuto in D fìU .  Per omologia differenziabile relativa di U 
mod. D (cioè di U mod. D n  U) intenderem o Pomologia del complesso 
{C^ (U , D ; R) , d } (dove 3 è Pomomorfismo bordo indotto), e la indicherem o 
con Id* (U mod. D ; R).

Indicherem o poi con O  ( U , D; R) PR-m odulo delle p -cocatene singolari 
differenziabili, a valori reali, di U mod. D; esso è duale di Cp (U , D ; R) e si 
può identificare con P R -m odulo  delle funzioni lineari reali sulle p -c atene 
differenziabili di U, che sono nulle sulle catene a sostegno contenuto in D n U .  

CjOnsideriamo ora i prefasci Cp e Zp su X:

(3.1) C A U ----- ► C * ( U J D ; R )  , Z C U ----- ► Z ' ( U , D ; R ) >

dove Z* ( U,  D ; R )  è l ’R  -m odulo  dei p -cocicli relativi di Cp (U , D ; R).
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Per ogni aperto V contraibile (cfr. n. 2) la successione:

(3.2) o ----- ► 7?~~x (V, D ; R ) ----- ► C ^ 1 (V, D ; R) -* ->  Zp (V, D ; R) — ^  O

è esatta, perché V  e V f l D  hanno il tipo d ’om otopia di un punto.
Passando al limite diretto, per ogni x e X ,  sugli aperti contraibili V  3 x, 

indicati con 2/ , C/ i fasci di germi di cocatene corrispondenti rispettivam ente 
ai prefasci Z ^ ,C ^ , si ottiene da (3.2), per p  =  i , 2 , • • - , la successione esatta 
di fasci:

(3) o  — * Z ° - U  C ° - - >  C1— ^ ------- ò-> C^—5-> • . . ,

la quale costituisce una risoluzione fina del fascio R x _ d  dei reali concentrato 
su X D, in quanto il fascio Z° dei germi delle O—cocatene (le quali sono le 
funzioni costanti sugli aperti U) ha la fibra su x  e X  — D coincidente con R 
e la fibra su y  e D rido tta al solo zero; d ’altra parte si riconosce, come nel caso 
assoluto (cfr. [2]), che i fasci Cp sono fini.
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4 . L ’ o m o m o r f is m o  d i  c o m p l e s s i , $. — L ’integrale di una forma 
vf e &  (U , D), (cioè nulla su D, cfr. n. 2), su u n  p —simplesso differenziabile 
gp il cui sostegno è contenuto in D n U ,  è nullo:

(4 -0  J o ^ = o .

Ciò segue dalle ipotesi poste nel n. 2.
D a (4.1) e dal teorem a di Stokes si deduce il teorem a di Stokes « relativo»:

cp+\ 3cp+i
Q uanto precede m ostra che l ’integrale:

(4-3)

cp + i eC ^+1 ( U , D ; R) 

2cfi+1eCp (lJ , D ; R).

a ' e £ 2, ( U , D )

CpeCp (U , D ; R ) ,

definisce, analogam ente al caso assoluto, un omomorfismo di R -m oduli: 

(AA) . . 3 : Q * ( U , D ) ------► C '(U , D ; R ) ,

il quale è un omomorfismo del complesso { £lp (U , D) , d }, delle forme di U 
nulle su D, nel complesso { (U , D ; R), § } delle cocatene differenziabili 
relative di U  mod. D, giacché, per la definizione di omomorfismo cobordo e 
la (4.2), risulta:

(4-5) 83 =  &aL

Poiché

(4-6) D ° ( U , D ) = Z ° ( U , D ; R ) ,
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identificandosi tali R -m oduli con R  se U n D  =  0  o con O se U n D ^ 0 ,  
si ha che:

(4.7) 3 : Q° ( U , D) — -> Z° -> ( U , D ; R) è l'identità.

In  ogni aperto V  contraibile sussiste allora, come si deduce da (2.4),
(3.2), (4.5), il seguente diagram m a com m utativo a righe esatte:

(4.8)

O ----- ►Ói>- 1(V ,D )

3

O -----  ̂7Ì ~ X (V, D ; R)

(V , D) —1*. Ùp (V , D)

3 13

L .  C ^ 1 (V, D ; R ) z* (V, D  ; R)

> 0

> 0

dove, per p  =  i , il prim o omomorfismo 3 a sinistra è l’identità in base a (4.7).
Per U =  X, indichiam o con 3^ l ’omomorfismo -  indotto da 3 -  degli 

R -m oduli di De R ham  R* (X , D) =  Ùp (X , D )\d£ìp~ x (X , D) negli R -m o-
S  -

duli di coomologia singolare differenziabile relativa (X mod. D ; R) =  
-  Zp (X , D ; RJ/SC*-1 (x , D ; R):

(4.9) : R* (X , D) — ► (X mod. D ; R) .

5. I l  TEOREMA D I ISOMORFISMO. — Per conseguire il risultato voluto, 
occorre provare che 3^ (cfr. (4.9)) è un isomorfismo. Ciò può ottenersi, come 
ora faremo, sviluppando la dim ostrazione orm ai classica del teorem a di 
De R ham , basandosi sulle due risoluzioni fine (2.3), (3.3), una m ediante le 
forme e l ’altra  m ediante le cocatene, del .fascio R x _ d ,  e tenendo conto degli 
omomorfismi che rim angono indotti da 3 .

Dal d iagram m a (4.8), passando al limite diretto sugli aperti V  contraibili, 
si ottiene il d iagram m a com m utativo a righe esatte:

(5.1)

o  — * — -> ù * - 1 — ► à p — ► o
1 ^ e*3 3 3

0 1 N» 1̂ 1 ! * 0 1 I-* 1 1 1 0

dove 3 è l’omomorfismo di fasci indotto da 3, e ancora, per fi = 1, il prim o 3o ^
a sinistra è l’identità di Q° =  Z° =  R x_ d •

e* # e*
A sua volta 3 induce un omomorfismo 3# tra  gli R -m oduli di coomologia 

delle successioni esatte di coomologia (di Cech o di G rothendieck-G odem ent) 
che si deducono dalle due righe esatte di (5.1), essendo X paracom patta.

Ijndicato con ^  il ricoprim ento di X costituito dagli aperti contraibili 
V, denoterem o con Ce#,# (X , D ; R) il sottomodulo di Cp (X , D; R) costituito 
dalle p  —  ^ -c a te n e  differenziabili di X mod. D, cioè delle ^ -ca ten e  combi
nazioni lineari (finite) di simplessi il cui sostegno è contenuto in uno degli



Francesco Succi, Realizzazione delVisomorfismo di De Rham, ecc. 643

aperti V. Le ^«-cocatene singolari differenziabili di X mod. D definite sulle 
^ -c a te n e  CsyijS (X , D ; R) costituiscono 1’ R -m odulo C®, (X , D ; R) delle 
p —^ -c o ca te n e  differenziabili di X mod. D (o cocatene localizzate di X mod. D).

Ciò posto lo zeresimo R -m odulo  di coomologia H° (X , Cp) =  T (X , Cp) 
a valori nel fascio Cp di germ i di cocatene, si identifica con l’R -m odulo 
<4, (X , D ; R) delle p —  ^ -c o c a te n e  differenziabili di X mod. D e analoga
m ente H° (X , Zps) =  r  (X , Zp) si identifica all’ R -m odulo Zs^ (X , D ; R) dei 
p —- ^ -co c ic li di CÌ)j (X , D ; R). Si ha quindi:

(5-2) H° (X , Cp) =  Csy (X , D ; R) , H° (X , 2*) =  Z%, (X , D ; R ) , 

e anche, come noto:

(5.3) H° (X , £?) =  Qp (X  , D) , H° (X , à p) =  &* (X , D ) .

Tenuto allora conto di (5.2.), (5.3) e del fatto che i fasci Ùp ,C P sono fini, 
da (5.1) si trae, con la solita tecnica:

0-»>

o - >

d O * -1 (X , D) 

SC^rVx.DjR)

-> à p (X , D)

3sd

H 1( X , f r - 1) «  H 2( X , (X,à°)
■s>

3* 5*
' T

- (X , D ; R) H 1 ( X , 1) w H 2 (X , Zp~2) t <fE (X ,Z °)

dove 3a, è l ’omomorfismo che si ottiene integrando sulle T -ca ten e , e l ’ultim o 
omomorfismo 3* a destra è l ’identità, perché è indotto dalla identità diOe* 0  ̂0 <S>
R x —d ( =  Q — Z ). Ne segue che tu tti gli altri à* sono isomorfismi. D a ciò, 

posto Za# (X , D ; R)/&Cey 1 (X , D ; R) =  (X mod. D ; R), segue che:

(I) L ’omomorfismo:

3 ^ . : (X , D ) ----- ► Hi)) (X mod. D ; R)

è un isomorfismo.
Per passare dalla ^-coom olog ia  d.r. (differenziabile relativa) alla coomo

logia d.r. basta notare che la prim a è duale della ^ -o m o lo g ia  d.r., la quale 
è isom orfa alPomqlogia d.r., l’isomorfismo essendo indotto, come nel caso sin
golare continuo, da una inclusione. Facendo allora uso di suddivisioni bari
centriche iterate si riconosce che integrando le classi relative di De R ham  sulle 
^ -c a te n e  d.r. o sulle catene d.r. si ottengono le medesime classi di coomologia; 
cioè:

(II) L ’omomorfismo:

3* : R* (X , D ) ----- ► (X mod. D ; R)

è un isomorfismo, ovvero: Visomorfismo di De Rham si può realizzare -  nelle 
ipotesi del n. 2 -  mediante integrazione, sulle catene differenziabili relative di 
X mod. D, delle classi relative d i De Rham.
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Inoltre, come nel caso assoluto, effettuando le integrazioni sui soli cicli 
(differenziabili relativi) si ottiene il medesimo isomorfismo; pertanto:

(III)  Nelle ipotesi del n. 2, Visomorfismo che esprime la dualità tra la 
coomologia d i De Rham è Vomologia singolare relative (cfr. [8], n. 5)

R / (X , D) Horn («Hjj (H mod. D , Z ) , R) fa Horn (H^ (X mod. D ; R) , R)

si può realizzare mediante integrazione, sulle classi dei cicli differenziabili rela- 
tivi di X m od. D, delle classi relative di De Rham .

Ciò perm ette, una volta in trodotta una base neH’R -m odulo  (X mod. 
D ; R) -  cicli fondamentali di X mod. D -  e considerati i corrispondenti 
periodi relativi delle forme differenziali (nulle su D), di enunciare, in forma 
perfettam ente analoga a quella del caso assoluto, il I e II teorem a di De R ham  
per le varietà relative.
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A b str a c t . — It is shown tha t the De R ham ’s isomorphism for a relative manifold 
X mod. D, where D is a  closed subset of X subject to weak conditions, can be realised, like 
in the absolute case, by  integration, on the differentiable relative cycles, of closed forms of 
X  vanishing on D.


