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Matematica. —- Analiticità delle superfici di area minima in RA 
Nota di M ario M iran da , presen ta ta0  dal Socio G. S ansone .

INTRODUZIONE. -  In questo lavoro proveremo che le superfici cartesiane 
continue tridimensionali di area minima sono analitiche.

Il lavoro consiste essenzialmente nell’adattam ento al caso cartesiano dei 
risu ltati di De Giorgi [1] e Triscari [2] riguardanti le frontiere orientate di 
m isura m inim a in R 4.

1. F ro n tie re  o r ie n ta te  d i m isura minima. -  Ricordiam o alcune 
definizioni e risultati.

DEFINIZIONE i.i (ved. [3], p. 45). -  Diremo che un insieme misurabile 
E C R^ ha perimetro localmente finito su un aperto A  C R” se la funzione carat
teristica <p (x , E) di' E ha derivate prim e , nel senso delle distribuzioni, che 
sono misure su A. Se B è un sottoinsieme di Borei d i A  indicheremo con

/ | d » (x , E) | la variazione totale su B del gradiente d i 9 (x , E).
B

D efin iz ione 1.2 (ved. [1], p. 3). -  Diremo che un insieme misurabile 
E C R* ha frontiera orientata localmente di misura minima sull'aperto A  C R w 
se E  ha perimetro localmente finito su A  e se per ogni compatto K C A ed ogni 
insieme L  di perimetro localmente finito su A, per cui valga E —  K =  L  —  K, 
si ha

(1.1) j'\ D 9 (x , L) | >  jf | D9 (x , E) | •
K K

Se E è un insieme m isurabile di R ” ed cFE è la sua frontiera possiamo 
supporre che valga, posto CQ (x) =  {y ; | x — y  | <  p} ,

(1.2) ^ C c T E <  =  > o <  mis { E n C Q(^ ) } <  mis CQ (x) , V p >  o.

In fatti per ogni insieme m isurabile esiste un insieme ad esso equivalente 
(differente da esso per un insieme di m isura nulla) per il quale la (1.2) è verifi
cata (cfr. [3], p. 44).

In  quanto diremo supporrem o perciò che E  verifichi senz’altro la (1.2).

DEFINIZIONE 1.3 (ved. [4], p. io). -  Diremo frontiera ridotta d i un in
sieme E  di perimetro localmente finito su R” l'insieme et* E dei punti £, per

(*) Nella seduta dell’8 maggio 1965,
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cui valgono le seguenti relazioni

( i -3) / |. Dtp (x , E) | >  0 , ¥  p >  0 ,

ce©
[ d 9 (x, E)

(M ) esiste lim — ------------- =  v (£)
e-^o 11 D<p (*, E) |

s ©

(M ) |v ( 5) |  =  r.

Vale, come facilmente si verifica, ^ * E C  cTE m a non il v iceversa,in generale. 
DEFINIZIONE 1.4 (ved. [4], p .' 13). — Diremo che un insieme X C R ^  

è una ipersuperficie localmente regolare se per ogni punto £ eX  esistono un 
aperto O contenente E, ed una funzione  F  definita su Q ed ivi continua colle deri
vate parziali prime, tali che risulti

(1.6) grad  F (^ )= j= o  , ¥ jy e Q ,

(1.7) X n O  =  {x ; F(x)  =  0} .

Per le frontiere orientate di m isura m inim a De Giorgi ha stabilito il se
guente risultato  (v. [1], pag. 56).

Teorema 1.5. -  Se E C R ” (n >  2) ha frontiera orientata d i misura 
minima sulVaperto A C R W, allora ^ E f ì A  è una ipersuperficie localmente 
regolare.

T riscari ha studiato in [2] la differenza eFE —  cf*E nel caso in cui 
E C R 4 abbia frontiera orientata di m isura m inim a, ed ha stabilito il seguente 
risultato  (v. [2], Teor. X I).

TEOREMA 1.6 -  Se E C R 4 ha frontiera orientata di misura minima  
sull1 aperto A C R 4, allora (^E  —  P  E ) f iA  e costituito al p iù  di punti isolati.

2. L;e su p erfic i c a r te s ia n e  d i a r e a  minima come f r o n t ie r e  o r ie n 
t a t e  DI MISURA MINIMA. -  R iportiam o innanzitutto alcune definizioni e 
risultati contenuti in [5] e [6].

Indichiam o con Q un aperto lim itato e uniform em ente convesso di R w 
(n >  2), dove per uniform e convessità si intende che esiste una costante posi
tiva k e, per ogni xedQ,  un iperpiano II .̂ di Rw passante per x, tale che O 
venga a trovarsi in uno dei due semispazi da esso determ inati e tale che valga 
la relazione

(2.1) | y  — x  |2 
dist (y , II*) <  k , ¥  y  € D .

Se fi  è una. funzione continua su O indichiam o con area \ y  =  f  (fi) ; x  € f i } 
la quantità, eventualm ente infinita:

in f m in lim
( ->oo ,

n

I +  X  I D »A I2 dx  ; / A-> /u n if .  su Q , f h eC1 (Q)
z’= l
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Ricordiam o che nelle ipotesi fatte per O se 9 è una qualunque funzione 
continua sulla frontiera 3 0  di O esistono funzioni O e C  (O) tali che <D =  9 
su 3 0  e tali che

(2.2) area {y  =  O (x) ; x  E O } <  00 ,

ed anzi fra tali funzioni ne esiste una ed una sola per cui l’area è m inim a. 

Se /€ L J oc (O), indichiam o con j  \dvy\ la quantità, eventualm ente infinita:
Q

sup
1 /

f È D i £ ' i + f *+1
n-j-i

dx  ; (Q) , X  gì  ^  1

Ricordiam o che, essendo O limitato, J \ dv/\  <  oo se e solo se /  ha derivate
Q

m isure su O e se queste hanno variazione totale finita su O. Ricordiam o inol
tre che se /  è continua allora vale,

(2-3) area {y  — f  (x) ; x  e O } =
Q

Possiamo ora provare il seguente lemma,
Lemma 2.1. -  Sia  O C R ” (^ >  2) aperto limitato e uniformemente con

vesso , ed {y  =  u (x) ; x e Q}  superficie continua d i area minima. Allora per 
ogni f  E Lioc (O) continua in un intorno di 30  per la quale valga f  =  u su 3 0 , 
si Verifica

(2.4) area {y  =  u (x) ; ^  c O j <  dvy \ .
Q

Dim. Indichiam o con /  una funzione, prolungam ento della /  a tu tto  R^, 
continua su R w —  O e con derivate m isure su Kn. Sia {fh} una successione 
regolarizzante d i/ .  Vale allora (cfr. Lem m a 5.1 e Teor. 7.1 di [6] ) la disegua
glianza

(2.5) area {y  =  u (x) ; x  E O } +  X I D,-/a f  dx  +  c (Q) m ax | u — f h
i=1 3Q

Passando al limite nella (2.5) e osservando che vale lim f h = f  uniform em ente 
su 3 0  e che (cfr. anche [6], n. 8)

(2 6 ) /  \dvf  | =  lim / V  1 +  2  I D »A I2 dx  »
J h->OQ J ' i= 1
Q Q

si ricava la (2.4).
c.v.d.

Grazie ad alcuni risultati contenuti in [5], e che richiam erem o nel corso 
della dim ostrazione, possiamo provare la seguente
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PROPOSIZIONE 2.3. -  Sia  O C R '2 > 2 )  aperto limitato e uniforme- 
mente convesso, sia u £ C (O). Se la superficie {y  =  u (fi) ; x  £ £2 } è d i area 
m inim a , allora Vinsieme E =  { (x , y) ; x  £ Q , y  << u (fi) } ha frontiera orien
tata localmente d i misura m inima in Q x R .

Dim . Sia K  un com patto di O x  R  ed L  un insieme di perim etro local
m ente finito in f lx .R  e tale che

(2.7) L  —  K - E  —  K .

Indichiam o con /  la funzione definita quasi ovunque su Q da
h

(2.8) /  (fi) =  lim ] / 9 (x  , y  ; L) dy — h i .
h - + o o  ( J )

—h

L a / e  Lioc(O) e verifica (cfr. [5], p. 532)

(2.9) ( |  dvf  | ^  J \ Dtp (x , y  ; L) | .
Ò Qx R

Inoltre, grazie alla (2.7), /  coincide con u  in un intorno di 3 0 , pertanto, grazie 
al Lem m a 2.1, si ha

(2.10) area {y  =  u (fi) ; x  £ O } <
!

D ’altra parte  vale (cfr. [5], p. 524 e [6], n. 8)

(2.11) area {y  =  u (fi) ; x  £ O } =  J  | D9 (x , y  ; E)
QxR

Dalle (2.9) , (2.10) e (2.11) segue allora

(2 .12) j  | D<p (x , y  ; E) | <  ( |  D<p (x , y  ; L) | .
QxR Qx R

M a dalla (2.7) segue facilmente

(2.13) j ' \ D<p( x , y  ; E ) | =  j" \ Dy  (x , y  ;L)  \ ,
Q x R — K Qx R — K

e quindi dalle (2.12) e (2.13) segue la

(2.14) Dcp (x , y  ; E) | <  J \ Dcp (x , y  ; L)

c.v.d.

Proviam o ora una proposizione che in verte, sia pure in ipotesi molto restrit
tive, il risultato  stabilito nella Prop. 2.3.
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Proposizione 2.4. -  Siano OCR" ( ^ > 2 )  aperto ed / e C 1(Q) tali 
che V insieme K =  {(x  , y) ; x  € £1 , y  <X f  (x) } abbia frontiera orientata local
mente d i misura minima in un cilindro aperto Q x ( a ,  b), con a << inff  (oc) ,

Q
b >> sup f  (x), allora f  è analitica in ^  e verifica in  Q Vequazione delle super- 

Q
f i  ci minime , cioè

(2.15) (1 +  X  I R / l aV ~  X  D ,./D y/ D f Dy/ =  o.
\ * = 1 l  i,j=l

D im . Basta evidentem ente far vedere, per noti teoremi di regolarizza
zione, che per ogni sfera chiusa C C  O e per ogni £ -e 3)(Q ) esiste a >  o tale 
che

(2.16) j  ] /1  +  X  I L ( / +  zg) I2 dx  ^ ( ] / i  +  X  I D ,- / |2 dx  , per | e |Ccr.
c c

Fissati C e g  determ iniam o un com patto K C C x ( ^ ,  3) e un num ero cr >  o 
tali che

(2.17) { f i  , y ) ] x e C  , \ y — f { x ) \ < \ z g { x ) \ } C Y L ,  per | e | <  cr.

Indichiam o con L e Tinsieme [ ( x , y ) ; x e Q , a < C y  < / ( # )  +  eg (x) }. Avrem o 
allora, per la (2.17), che vale L 8 — K =  E — K, per | s | <  cr, e quindi, per 
la p roprie tà di m inim o di E, varrà

(2.18) j  | D9 (x , 3/ ; E) | <  j  | D<p (x , y  ; L e) , per e !> cr.

K K 

M a, ricordando che vale

(2.19) I | Dtp (x , y  ; E) | =  in f] / | D9 (x , y  ; E) | ; A D B  , A  aperto j

/ i C  n+l \
| D<p (x , y  ; E) | =  sup | j d iv g d x d y  ;g,. e © (A) , =  1 | >

A È

per le formule di Green classiche si ha allora

(2.21) ^*| Dcp (x , y  ; E) | =  j  " j/1 +  X  | L / l a dx .
C X ( a , b ) c

Grazie alla (2.21) e all’analoga form ula valida per L e, alle (2.18) e

(2.225}
C X ( a , b) — K

si ha che vale la (2.16).

1 1 Dcp (x , y  ; E) | =  j  | Dip (x , y  ; L e)
Cx(a,  ò) — K

c.v.d.
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3. A n a li t ic ì tà  d e l le  su p erfic i c a r te s ia n e  co n tin u e  d i a re a  minima 
IN R 4. -  Proviam o innanzitu tto  il seguente lemma.

Lemma 3.1 — Sta  [y  =  u (x) ; r  e O J , f ìC  R^ (n A  2), una superficie 
continua di area minima. S ia  E =  { (x , y)  ; x  e Q , y  <gu (x)} e supponiamo che 
ctE sia ipersuperficie regolare in un intorno d i un punto fi  , u ( ^ e f E f ì  (fi x  R). 
Allora u è di classe C1 in un intorno di \.

D im . Dalla ipotesi di regolarità di ofE si ha che esiste una sfera S C O x R  
di centro f i  , u (fi)) ed una funzione F  e C1 (S), con grad F (s) =f= o per s e S, 
per cui vale

(3 -0  S n ^ E  =  { (x ,y )  ; F  (x , y) =  o }.

Per il teorem a del Dini sulle funzioni implicite basterà far vedere che 
F , f i , u  fi)) =H o.

Supponiam o per assurdo che sia

(3-2) Fy f i , u f i ) )  =  o.

E sisterà allora i n , e possiamo supporre che i — 1, per cui

(3*3) Di F f i  , u fi)) =(= o .

Per il Teorem a del D ini sulle funzioni implicite da (3.3) segue che esistono 
s,< t> o  e ^ eC 1© , dove l = { ( x 2r  • - ,y) ; | x,—  ̂ - \ < s  ( i> 2) , | j / - ^  fi) | < e}, 
tali che

(3 4 ) $ En { ( x , y )  ; (%2,- ■ - , y ) £ l , \ x i  —  £11 < a}  =  \x \= g (x 2 • • ■ y)\{x% ■ ■ ■ y ) e  I}.

Per le Proposizioni 2.3 e 2.4 si ha che g  è analitica in I e verifica l’equazione

C3-5) +  2  I D ,.* f  W —  X  T>{gDjgD;~Dj g  =  o.
i—1 /  i,j—l

D erivando la (3.5) rispetto a y  e ponendo ^ — g y si ha

(y6)
i= 1i +  I I | D , f | 2W - 2  Vt gDj gD,  D , *

*Y/=1

+  2 2i =1 j= 1
D ,• + =  o .

Per la (3.6) vale il principio di massimo forte (cfr. [7], p. 326) d ’altra parte 
vale f i2 , . • • •, , u fi)) =  o, m entre in I la ^ e non negativa o non positiva,
tale essendo la F^ su of E, deve perciò essere ^ — o, c io è^  non dipende da y.  
M a ciò è assurdo perché cfE ha una rappresentazione cartesiana sul piano

>y) ; y  =  o) .
c.v.d.

TEOREMA 3.2 -  Se \ y  — u (x )  ; x  c fi}, Q C R 3, è una superficie con
tinua di area m in im a , allora u  è analitica in  il.

41. — RENDICONTI 1965, Voi. XXXVIII, fase. 5.
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Dim. Per i Teorr. 1.5 e 1.6, per la Prop. 2.3 il Lem m a 3.1 si ha che u  è 
analitica in £2 —  N dove N è costituito al più di punti isolati. M a per un risul
tato  di De Giorgi e S tam pacchia (cfr. [8], Teor. 3.1) deve essere N =  0.

c.v.d.
D al teorem a ora provato e da quanto visto in [6] si ha che vale il seguente 

risultato
TEOREMA 3.3. — Se D è un aperto limitato e uniformemente convesso di 

R 3, e cp è una funzione continua su 3D, allora esiste ed è unica f  e C (D) tale che
i) /  =  9, su 3D,
ii) area {y  = /  (x) ; #  e (Q )} =  m in {area] y — g(x)  ; r e O J  ; g  e (Q ) , 

g  =  9 su  S'Oj ed inoltre f  è analitica in  Q e verifica l'equazione

(3-7) f 1 +  É  I D<-/12) A /— 2  D «/D y/D , Dj f  =  o.
\ *=i / *,y=1
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