ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

MARIO MIRANDA

Analiticita delle superfici di area minima in R*

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 38 (1965), n.5, p. 632-638.

Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1965_8_38_5_632_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1965_8_38_5_632_0
http://www.bdim.eu/

632 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XXXVIII — maggio 1965

Matematica. — Analiticita delle superfici di area minima in R*
Nota di Mar1o M1rANDA, presentata © dal Socio G. SANSONE.

INTRODUZIONE. — In questo lavoro proveremo che le superfici cartesiane
continue tridimensionali di area minima sono analitiche.

Il lavoro consiste essenzialmente nell’adattamento al caso cartesiano dei
risultati di De Giorgi [1] e Triscari [2] riguardanti le frontiere orientate di
misura minima in R4

I. FRONTIERE ORIENTATE DI MISURA MINIMA. — Ricordiamo alcune
definizioni e risultati.

DEFINIZIONE 1.1 (ved. [3], p. 45). — Diremo che un insieme misurabile
ECR" ka perimetro localmente finito su un aperto ACR” se la funzione carat-
teristica @ (x , E) di E ha dertvate prime, nel senso delle distribuzioni, che
sono misure su A. Se B é wun sottoinsieme di Borel di A indicheremo con

/ | Do (x, E) | la variazione totale su B del gradiente di o (x, E).
B

DEFINIZIONE 1.2 (ved. [1], p. 3). — Dirvemo che un insieme misurabile
ECR?” ka frontiera orientata localmente di misura minima sull’aperto ACR*
se E ha perimetro localmenie finito su A e se per ogni compatto K CA ed ogni
insieme L di perimetro localmente finito su A, per cui valga E— K =L — K,
st ha

(1.1) | Do (x,L)| > |Dop(x,E)|-
| |

Se E ¢ un insieme misurabile di R* ed FE é& la sua frontiera possiamo
supporre che valga, posto C, (x) ={y;|x—»| < p},

(1.2) x€FE<=>0<mis{ENC, (x)} <misC, (x), ¥p>o.
Infatti ‘per ogni insieme misurabile esiste un insieme ad esso equivalente

(differente da esso per un insieme di misura nulla) per il quale la (1.2) ¢ verifi-

cata (cfr. [3], p. 44)-
In quanto diremo supporremo percio che E verifichi senz’altro la (1.2).

DEFINIZIONE 1.3 (ved. [4], p. 10). — Diremo frontiera ridotta di un in-
sieme E di perimetro localmente finito su R* linsieme S*E dei punti ¥ per

(*) Nella seduta dell’8 maggio 1965,
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cui valgono le seguenti relazioni

1.3 [1pe B)>0, vexo,
Co®
/D:p(x,E)
(1.4) esiste lim ?Qi———— =v (),
e>0 [|Dg(x,E)|
Ce®
(1.5) IvE) | =1

Vale, come facilmente si verifica, § E C §E ma non il viceversa,in generale.

DEFINIZIONE 1.4 (ved. [4], p. 13). — Diremo che un insiemme X CR”
e una ipersuperficie localmente regolare se per ogni punto E€X esistono un
aperto Q contenente & ed una funsione F definita su Q ed ivi continua colle deri-
vate parziali prime, tali che risulti

(1.6) grad F(y)=Fo0, VyeQ,
(1.7) XNQ={x; F)=o0}.

Per le frontiere orientate di misura minima De Giorgi ha stabilito il se-
guente risultato (v. [1], pag. 36).

TEOREMA 1.5. — Se ECR" (n > 2) ha frontiera orientata di misura
minima sull' aperto ACR", allora S*ENA é una ipersuperficie localmente
regolare.

Triscari ha studiato in [2] la differenza §E —&*E nel caso in cui
ECR* abbia frontiera orientata di misura minima, ed ha stabilito il seguente
risultato (v. [2], Teor. XI).

TEOREMA 1.6 — Se ECR?* %a frontiera orientata di wmisura minima
sull’ aperto ACRH, allora (SE —8*E)NA ¢ costituito al pin di punti isolati.

2. LE SUPERFICI CARTESIANE DI AREA MINIMA COME FRONTIERE ORIEN-
TATE DI MISURA MINIMA. — Riportiamo innanzitutto alcune definizioni e
risultati contenuti in [5] € [6].

Indichiamo con Q un aperto limitato e uniformemente convesso di R”
(# = 2), dove per uniforme convessita si intende che esiste una. costante posi-
tiva £ e, per ogni x€2Q, un iperpiano I, di R” passante per z, tale che Q
venga a trovarsi in uno dei due semispazi da esso determinati e tale che valga
la relazione

J— 2
(2.1) —d%ﬁ%}jgé,v'yeQ.

Se f & una funzione continua su Q indichiamo con area {y = f () ; x € Q}

la quantita, eventualmente infinita:

inf{ min lim/VI +X | D, f, [2 dx; £~ f unif. su Q, £, €CL(Q) -
7=1

h—>o00
Q
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Ricordiamo che nelle ipotesi fatte per € se ¢ ¢ una qualunque funzione
continua sulla frontiera 9Q di Q esistono funzioni ® €C (Q) tali che ® = ¢
su 2Q e tali che

(2.2) area {y = @ (x);x €Q} < oo,
ed anzi fra tali funzioni ne esiste una ed una sola per cui 'area & minima.
Se fe Li. (Q), indichiamo con f | dvs| la quantita, eventualmente infinita:
]

n41

j[f;D;grl-gnH]dx;gieg(Q),i;g?S1 )

sup

Ricordiamo che, essendo Q limitato, f |dvs| << oo se e solo se f ha derivate
o

misure su Q e se queste hanno variazione totale finita su Q. Ricordiamo inol-

tre che se f & continua allora vale,

(2.3) area {y=f(x);x€?2}=/|a’vf|.

Q

Possiamo ora provare il seguente lemma,

LEMMA 2.1. — Sia QCR"(n > 2) aperto limitato ¢ uniformemente con-
vesso, ed {y = u (x);x€Q} superficie continua di area minima. Allora per
ogni f€Lby (Q) continua in un intorno di 3Q per la quale valga f = u su 3Q,
st verifica

(2.4) area {y:u(x);xe?l}gﬂdvfl.
Q

Dim. Indichiamo con f una funzione, prolungamento della f a tutto R*,
continua su R”— Q e con derivate misure su R*. Sia {f,} una successione
regolarizzante di /. Vale allora (cfr. Lemma 5.1 e Teor. 7.1 di [6] ) la disegua-
glianza

(2.5) area{y=u(x) ;xEﬁ}g/VI—I-i\Difh[z dx + ¢ (Q) max | u—f,|.
I i=1 oQ

Passando al limite nella (2.5) e osservando che vale lim f, = f uniformemente
su 2Q e che (cfr. anche [6], n. 8)

(2.6) /\d"f\ =}’1er1°] ‘/1 + ,g |D.fy|? dx
¢ a

si ricava la (2.4).
c.v.d.

Grazie ad alcuni risultati contenuti in [5], e che richiameremo nel corso
della dimostrazione, possiamo provare la seguente
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PROPOSIZIONE 2.3. — Sia QCR”* (n > 2) aperto limitato e wuniforme-
mente convesso, sia u €C (Q). Se la superficie {y = u(x) ; x€Q} é di area
minima, allora linsieme E = {(x,y) ; x € Q , y < u(x)} ha frontiera orien-
tata localmente di misura minima in QX R.

Dim. Sia K un compatto di QX R ed L un insieme di perimetro local-
mente finito in Qx R e tale che

(2.7) L—K=—E—K.
Indichiamo con f la funzione definita quasi ovunque su Q da
jz
(2.8) F(x) = lim Uq;(x,y;L)dy-;z :
h—>o00 2
La f € L. (Q) e verifica (cfr. [5], p. 532)
(29) [12y < [1Dee. 511
Q xR

Inoltre, grazie alla (2.7), f coincide con #z in un intorno di 9€, pertanto, grazie
al Lemma 2.1, si ha

(2.10) area {y:u(x);xeﬁ}g/ldvf[.
@

D’altra parte vale (cfr. [5], p- 524 e [6], n. 8)

(2.11) area {y:u(x);xEﬁ}:/]Dcp(x,y;E)l.
OxR

Dalle (2.9) , (2.10) e (2.11) segue allora

(2.12) fIDcp(x,y;EHS/IDw(x,y;L)l-
QxR QxR

Ma dalla (2.7) segue facilmente

(213 [1Der 3B = [IDe 55,
QxR —K QxR —K

e quindi dalle (2.12) e (2.13) segue la
(2.14) /iD@(x,y;E)IS[ED@(x,y;L)I-
K K

c.v.d.

Proviamo ora una proposizione che inverte, sia pure in ipotesi molto restrit-
tive, il risultato stabilito nella Prop. 2.3.
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PROPOSIZIONE 2.4. — Siano QCR”* (n > 2) aperto ed fe€Cl(Q) tali
che Uinsieme E = {(x,y) ; x € Q,y < f(x)} abbia frontiera orientata local-
mente di misura minima in un cilindro aperto QX (a,b), con a<inff(x),

Q

b>sup f(x), allora f é analitica in Q ¢ verifica in Q Pequazione delle super-
Q .
Jici minime, cioé
(215) (1~+ x| Difo) Af— X D;/D,/D;D; f =o.
1= 7=
Dim. Basta evidentemente far vedere, per noti teoremi di regolarizza-

zione, che per ogni sfera chiusa CCQ e per ogni g €9 (Q) esiste 6> 0 tale
che

e [Vt Emirtewp e[|t Eipsiar, pereico
& =t ¢ =

Fissati C e g determiniamo un compatto KCCX(z,4) e un numero ¢ >0
tali che

@17)  {(x,);x€C,|y—f@®[=<|e®[JCK, per |[e|<o

Indichiamo con L, linsieme {(x,y);2x€Q,a <y <f(x)+ g (x)}. Avremo
allora, per la (2.17), che vale L, — K = E —K, per |¢| < o, e quindi, per
la proprietd di minimo di E, varra

(2.18) /\D@(x,y;E)lS/ID@(%J/;LE% per [e|>o.

Ma, ricordando che vale

(2.19) fIDcp(x,y;EH:inf

/quo(x,y;E)];ADB,A aperto
A

" nt1
(2.20) fl Do (x,y; E)[= Supg/divgdxdy ;g €D(A), X gt=1 ;
X # i=1
per le formule di Green classiche si ha allora

(2.21) /IDcp (x,y;E)[z./.]/I+>§|Diflz dx .

Cx(a,8) ¢
Grazie alla (2.21) e all’analoga formula valida per L, alle (2.18) e
(2.22) /IDcp(x,y;EH:jID@(x,y;Ls%
Ex(a,h—K Cx(a,5)—K

si ha che vale la (2.16).
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3. ANALITICITA DELLE SUPERFICI CARTESIANE CONTINUE DI AREA MINIMA
IN R% — Proviamo innanzitutto il seguente lemma.

LEMMA 3.1 — Sia {y =u(x);x€Q}, QCR* (n > 2), una superficie
continua di area minima. Sia E={(x,y); x€Q,y <u (%)} ¢ supponiamo che
SE sia ipersuperficie regolare in un intorno di un punto (£, u (£)) eSEN(Q X R).
Allora w é di classe Ct in un intorno di &.

Dim. Dalla ipotesi di regolarita di §E si ha che esiste una sfera SC Qx R

di centro (§, # (£)) ed una funzione F €C!(S), con grad F (s)==o0 per s €S,
per cui vale

(3.1 SOFE = {(x,»); F(x,y) =0}

Per il teorema del Dini sulle funzioni implicite basterd far vedere che
F, €, u®)=Fo.

Supponiamo per assurdo che sia

(3-2) Iy @, u(®) =o.
Esistera allora 7 << #, e possiamo supporre che 7 = 1, per cui
(3-3) DiF@E,u@)o.

Per il Teorema del Dini sulle funzioni implicite da (3.3) segue che esistono

e,6>0 e g€CI(), dove I={(x2,---,3) ;|1 —&| < (i=2), | y—u (E)| <<},
tali che

(3.4) FEN{(x,9); (@2, -, »el,|ni—&| <o} ={ri=g(xa---3); (a2 - -y)€el}

Per le Proposizioni 2.3 e 2.4 si ha che ¢ ¢ analitica in I e verifica I’equazione
(3:5) <1 -+ E{I Dz-gl2>Ag— -21 D,¢D;¢D; D, g = o.

C o= 7,7=
Derivando la (3.5) rispetto a ¥ e ponendo ¢ =g, si ha

(3‘6> (I+;lDz'g|2)AqJ—.ElDinggDz'qu" +

iy j=
+22[Ag'Dig——ElegDing D;y=o0.
i= J=

Per la (3.6) vale il principio di massimo forte (cfr. [7], p. 326) d’altra parte
vale ¢ (2,--+,&,,2% () = o, mentrein I la ¢ e non negativa o non positiva,
tale essendo la F, su SE, deve percio essere ¢ = o, cio¢ g non dipende da y.
Ma cid ¢ assurdo perché §E ha una rappresentazione cartesiana sul piano
{(x,9);y=0}

c.v.d.

TEOREMA 3.2 — Se {y =u(x) ; x€Q}, QCRS, ¢ una superficie con-
tinua di arvea minima, allora w ¢ analitica in Q.

+1. — RENDICONTI 1965, Vol. XXXVIII, fasc. s.
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Dim. Per i Teorr. 1.5 e 1.6, per la Prop. 2.3 il Lemma 3.1 si ha che z &
analitica in Q — N dove N ¢& costituito al pit di punti isolati. Ma per un risul-
tato di De Giorgi e Stampacchia (cfr. [8], Teor. 3.1) deve essere N = @.

c.v.d.

Dal teorema ora provato e da quanto visto in [6] si ha che vale il seguente
risultato

TEOREMA 3.3. — Se Q ¢ un aperto lLimitato ¢ uniformemente convesso di
R3, ¢ ¢ & una funzione continua su 3Q, allora esiste ed ¢ unica f € C (Q) tale che

i) JF =9, su 2Q,
ii) area {y =/ (x); x €(Q)} =min {area{y = g () ;x€Q} ;g €(Q),
& =@ su 3} ed inoltre f ¢ analitica in Q ¢ verifica I'equazione

37 (1 + ;] D,f ‘2) Af— '};1 D,fD,fD;D, f = o.
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