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Equazioni alle derivate parziali. — U n teorema d i  tracce. N ota  
di M a u r o  P a g n i ,  p resen ta ta  n  dal Socio G . S a n s o n e .

Nella presente N ota si considerano le tracce, su iperpiani coordinati, 
degli elem enti di uno spazio funzionale che interviene nello studio dei p ro
blemi al contorno per una certa classe di equazioni ipoellittiche (1).

Indichiam o con x  =  (x1 , • • •, xr) i punti di R ' (spazio euclideo reale 
ad r  dim ensioni), con y  =  ( y l f - • •, y s) i punti di R) (spazio euclideo reale 
ad s dimensioni) e con R  il prodotto topologico Rf, x R j .

Sia S lo spazio delle funzioni u ( x , y)  indefinitam ente differenziabili 
su R ed ivi a decrescenza rap ida e S' il duale di S, cioè lo spazio delle d i
stribuzioni tem perate, ed indichiam o con u  (£ , 73) la trasform ata di Fourier

j e—i{xi+yn) u (x  , y) dx  dy di u (x , y) e S'.

Posto

k  (5 - ’i) =  n  0  + 1  z \p* +  b  f o ,i—l

(Pi » 9 i > interi positivi e \% f =  £ -{ --------b i g , 17) |2 =  7)i -|--------b Tjf), in trodu-
ciamo lo spazio (R) così definito

H k (R) =  | u  : u e S' , j &  ■(£ , tj) | u  (£ , */]) |2 d \  dr\ <  00

con

H |hj(R )-= (£ , ri) | u (£ , ri) |2 d \  «?•/) '

Detto Y l’iperpiano di R  definito da y s — o e posto y r =  (y± , • •■•,y,_1),
n

d  — (?]% > • • *, v],_i) , v — 2  Vi —  1 > fio =  &0 — °> si ha il seguente teorem a dit=i
tracce (2).

(*) Nella seduta del io aprile 1965.
( 1 ) Si vedajB. Pini, Sulle tracce di un certo spazio funzionale, I. « Rend. Acc. Naz. Lin

cei», ser. V ili, voi. XXXVII (1964), II. ibidem, voi. XXXVIII (1965) e M. PAONI, Pro- 
blemi al contorno per una certa classe di operatori ipoellittici, Comunicazioni del Convegno 
sulle equazioni alle derivate parziali, tenutosi a Nervi nel febbraio 1965.

(2) Un caso particolare di questo teorema si trova in B. Pini, loc. cit. in (x).
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L'applicazione u ( x  , y )  [ u ( x  ; / ,  o) , —  (x  ; / ,  o) , • • •, —-- (x , y ’ , o)j

è lineare e continua di  H k (R) su n H , ( Y ) ,  dove
j= 0 3

H - I 5 I
P~ - 7 Z \ * +J-  2i - °  / + | 7), |

m — 1

-+■>■- S  ». 2 = 0 n  (i+lV‘-+bT')>
con

Pi .a+i . V  --- . per 2  <li :li  1i+1 .=o
: 2  <li — 1. m =  1 ,■ ■ ■ ,n .
.=o

Prem ettiam o alla dim ostrazione le due seguenti maggiorazioni. Per
m — 1 m

2  g{ < j  <  2  ?V —  I , m =  1 - , n  si ha
i=0 2=0

( 0
^ L ( l  + y) ( l +y) ,

k(Z,■*)&.(£,n')( I +  |5 |'" V2 j h '|l2 '] :
m — 1

< c n
2 = 0

1 + \*ls

i +  |5|>",/?", +  h '|
n 1 +

i  +  l V ’ /?* +  h ' i

<

<c 1 + h*
i +  | 5 | *m* m +  \-n'\

v + 1

(2) hj { l , V) h , | y ìk (? , 7) ) ] -1 <  c  (1 +  \ l \*  +  IV | r 1/2.

I + h*i
1+ \ l \Pml*m + \v{\

/ - E  «v
i = l

con le C costanti opportune. 
Infatti

/ 1 _j_ A /I  A j
k t t , r ì)[AJ- t t , r l' ) ( i  +  \ ^ [ j  ' j +  h f T + T  <

< C * ( 5 ,  VI)
m — 1n
2 =  0
11(1  +  1 5 1 + 1 r; b  n (I + 15 \*‘ +  h ' l'O

m — 1
c n

i + i 5 i^ + h r» -
!=® v I +  | $ l‘t’UJeJ- _|_ 1^/1».- J \ ! +  15 \Pi +  IY]' |Qi 1 ’n i ± i 5 r _ + h r

"  11  j +  l ^  +  lV*n <cn" x /  i +  i5ly,~ +  h '\*‘ +  h / '
.•=0 \ I +  | 5 (i>w,/?“) +  | r{ \S i J f =0 \  l + \ l  f ‘ +  | ̂  | ».

w —1

2 =  0
1 + h*

I + |5|^/i?w + h'
r T / I + 15|y,'.+ hl'f
* " \  i +  l ^ + K i ' *

n 1 +
i + \ l f ilS£+U '\
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e quindi la (1). In  quanto  alla (2) si ha

') b ,K  [*(£.■»))]- * /(g ,q 0 ( i + l ^ 2+^ ^  + h ' / 2 +^)hx^'

^ ,v )) (  l + |5|^2+^ + \ r i ' h +J\

< c n2 = 0
m~ 1 1 1 +  |g rg' (̂ / 0 + h 'i ?,' \  / i  +  lS I ^ + h 'T '

i + i ? r + h i

m \ «

i +  l ^  +  h i ' - j i S i V  1 +  1?^* '+hi'*'
i +  I^J^*+ h , |g*

hx
j +  IS I^ /^  +  h 'l

j  m — 1

1 (i + i? i^  + h'ir1/2< c n" X/ I + l ^ '  +  h f '
7"="0 \  I +  I ? f ‘ {:p>C q » ì  _|_ | 1?»

+ hxl
1 +  +

hxl
l +  \l\tJim + \r{\

I + hx
i + \l\PJim + \C\

•(!  +  | 5 | ' " /r-  - f  h ' ! r 1/2 < C hx
l + \ \̂PJlm +  \r{\

m — 1

- E  *v 2 = 0 hx

i +  |5 |^“ /?m +  h 'l

1 + hxl
i +  | 5 |*'”/*'"+ h'I

1/2. Y_
\ i + l 5 i#" /' ," +  h 'i

hxl
m — 1

j —E  sì

1 + hxl
j +  l ^ ^  +  h 'l

(1 +  1^ 1̂ » +  | 7]' I)’'IV -1/2

»? —1
{ osservato che j — 2 # v > o |< ; C ,  ò r

2=0 / \ i  + 1 5 | ^ * + 1^|
1^1

m
j —^  q.

i=° ( i + i ^ i ^ + h ' i r 1/2,

che è la (2).
Per provare la continuità della applicazione considerata, basterà m o

strare che

(3)
dJU -
r y C ^ V , 0sys

'dldri’^ c f j k *  ($,-rì) \ u ( £ , r ì)\*did-fì

con G costante opportuna. 
R icordato che

V  U (g  , 7j) 

d y {
/ ’<’ ^  ( ì v r ; , y a),/ys!

si ha

dJ U

dy Js
jy*'h dJ U

(5 ,^) dt\t
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e quindi

dJ U 

dy

Riesce allora

3 Ju
d y r C Z ’’ 7! >°) 4 TU2 hi ( g . V) X  «  ( g , ri) dt\

4 7T2

< 4 7T2 I

Si ha poi per la (2)

k% (g . 11) | «  ( g , V)) I2 dfy, 1

**(5 »>j)

=  ( posto 7),

K | 2 « k < c /  14 1^1
> + 1 ? 1v '" +  h '  1

2j - 2  ^  $y

(i+|g|̂ */',"+h'irW=

1 + 15  f mhm +  h '  1

r  _  -*  S ' i - >
z C  ( 1 +  \ r ì s \ )  ^ = 0  > d t \ s <  0 0  ,

dato che X  ?»• —  j  >  1 ; e ciò perm ette di provare la (3).
3=0

Proviam o infine che 1 applicazione e su. Siano cpg (f) , • • •, <pv (Y), funzioni 
della variabile reale t  indefinitam ente differenziabili e a supporto com patto in 
R i » e ta ^ c^e <pk (o) =  i e D/ cp̂  (o) =  o per ogni intero positivo i  (k — o , • • •, v). 
Assegnate

vy (x , y ' ) e U Aj(Y)  C/ =  o , - . . , v )

poniam o

* (Z > 7l'> y>) =  X  »y (g , f \ )  ?y l>, (g . tf)] .o<y<v J •
con

»3 —1 W

M g  . nO =  1 +  | g f " 7'"  +  k  | , per X ? » < y < X ? »  —  i,
3=0 3=0

M ostriam o che la

«  (g > Yl) =  J & (g ; >)',

è la trasform ata di Fourier di 2/ (#•, y )  e H* (R).
Si1 ha

«(g.-qj
o<y<v
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e quindi

L
&  (£ , Y)) | u (Z, , 7)) |2 d \d t]

k*<£ , 7))
y=o ti1, x2^ 1)

«>(/)
?y° ( v )

Per provare che ^  (aq _y) € (R) basterà allora verificare che

k* (S, 7))
h} {i, t i n n i i ,  ti) ( V f o .5' ) )

dru <  C

con C costante opportuna (indipendente da (E,, 7]')). Si ha per la (1)

& (5 , 7))
ti? x?+*»J J

^ < C  1 + I ̂  m d  n
+  h 'l

2(v +  l)

e quindi

[ # < £ ,* ) ) 2^ <  c  1
I +  15 f " 7'"  +  17)' |

2 ( v + l )

[ posto 7]f =  — 
A I - ) = c / ( .  +  h - , f

— I \ 2 (v +1) I £ ( / )«R/ Ok) I2 ^  <  co ;

e ciò conclude la verifica.

SUMMARY. — A functional space, which is of interest for the study of boundary value 
problems for a class of hypoelliptic operators, is considered; trace theorems on coordinate 
hyperplanes are given.


