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Analisi matematica. — Représentation de Poisson et probléme de
Cauchy pour I'équation de la chaleur. Nota II di MiroN NICOLEscU
et CrpriaN Foras, presentata @ dal Socio M. Picone.

A M. le Professeur Mauro Picone en témoignage de respectueuse affection
a l'occasion de son 8o0¢ anniversaire.

Résumé: On montre que les résultats de la Note [I] peuvent étre améliorés
en utilisant essentiellement la méme méthode qu’en [I].

1. Dans la Note [I] nous avons démontré que si z (x , ¥) est une fonction
continue dans la bande fermée

(1) —co<x<+o0 , 0=y=3
vérifiant dans la bande ouverte

(2) —ooLxr <+ , o<y <3
I'équation de la chaleur

(3 | aa—izzi — —2—} =0

et vérifie dans (1) la limitation

@ w(@,y) = — MK
avec

I
(S) (e} é K <E )

alors z (x , ¥) est représentée en chaque point (x,y) de (2) par la formule de
Poisson

400
~ e—tp
(6) 1¢(x,y)=-e_~1——_—/e LG—h g (5, h) dE,
2V (y—4) .
quel que soit Z tel que
0=/ <y<?.

Dece résﬁgltat on a déduit aisément un théoréme d’unicité pour le probléme
de Cauchy pour I’équation de la chaleur (3), dans la classe des solutions vé-

(*) Nella seduta del 10 aprile 1965.
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rifiant une limitation (4) dans une bande quelconque — oo < x < + oo,
0 =y =Y. Ce théoréeme d’unicité qui contient 2 la fois le théoréme de Tiho-
nov (voir [2] et [3]) et celui de Widder [4] a été formulé, ainsi que nous
I'avons découvert tout récemment, aussi (méme dans un cas plus général, par
M. Krzyzariski et P. Besala (voir la conférerice [1] du premier au colloque
Equadif, Prague 1962). Le but de la présente Note est de prouver que des
changements mineurs dans les considérations faites dans notre Note [I] per-
mettent de remplacer la condition (4) par la condition plus faible

+00
") fu‘(x,y)e‘K"”dx§M<oo , 0=y <3,
— 00
ou K vérifie (5) et u— (x,y) est la partie négative u (x,y) c’est-a—dire.

9 w(x,y) =max{—u(x,y),0}.

Par suite, comme conséquence de la représentation de Poisson (voir le théo-
reme de représentation du n® 2) on obtient aussitdt le suivant

THEOREME D’UNICITE. — L’unicité des solution du probleme de Cauchy
pour Uéquation de la chaleur (3) dans la bande

IA
IA

—oo Lx<+o0 , o0=y=<=Y

a liew dans la classe des fonctions vérifiant I'inégalité

+o0

~

4" /u"(x,y)e—K"zdng,<oov , 0=y=<Y

— 00

on K et M sont des constantes positives quelconques.
Il est visible que si dans la bande —co <x<<oo , 0=y =Y on a

" u(x,y) = —My s,

alors

w (x,y) £ M KH?.

et par suite (4”) a lieu avec K > K; quelconque Donc la condition (4'")
contient (4''") comme cas particulier.

2. Nous allons refaire les considérations de la Note [I] en indiquant seu-
lement les compléments nécessaires. Dans ce but, les formules de la Note [I]
seront indiquées par leurs numéros suivis par I. Ainsi la formule (8) de la
Note [I] sera indiquée par (8 . I) Donc, en conservant les notations du no 2
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de [I] on a la formule

(x—7)*

I . 20—m Kau)§=r__ (i——r)u(r,n)}dy]

(10.1) ”<"’y>:—zv7?b Vy—=m W&

2(y—m)

@R —r—ay
+ ;_[e_ 4y—m [(f_zi\) o (2R—r—x)-u(r,n)] dy
2Vr

) Vy—+ O Jg=r 2(y—m)
i
e
_ 1 /6—4—(}_—,]). —R)uR,0) 4
B (y—n)**
R
. _ (e—%? .  @R—x—gy
e A—h . ) dE— =R (R dE,
+2Vﬂ(y—/z>/ w(s A ds an(y—}ofe w(® A de
ou
—oo<r<x <R <o |, oZh<y<3.
Introduisons aussi la partie positive de u:
ut (x,y) =max{u(x,y),0}.
Nous avons
7 (x—R)?
! ]e_uy—n) ERuRm)
p 3/2 n=
2V7:h (y—m)
7 (x—R)? d (x —R)2
- [e*‘l(y—n) R Ry g, L iy ReD e (R, dn,
2V ) (y—mn) 2)m, (y—n)®

ou la premiere intégrale est positive pour R assez grand. Comme

[oe]

2l (y —m)
i

=

¥
_ Ry . ‘
/{ I [e 4 (y—m) . (R——x)u 3(/5771) d:nidR:

¥y oo
- (x —R)?
%f /eKR 3o—w . _RT% kRt (R, q)dR dy =
2Vm ) A
ko ox

y )
clﬂfe—KR* "= (R,n)dR)dngMcl-(y—/;),
oz

ou M résulte de (4") et C; est une constante telle que

4(y—m) —

R—y KR &= R—z —qom W(
G—n GES

C=

2x
1— -2

R

A t
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quels que soient x = R < oo,% =<7 =<y. Ici on a utilise le fait que

I
48 =4y—n)
Il en résulte qu’il existe une suite R, — oo, telle que

K<—

=—Rp? _
‘_fe‘m. Re—2)s Resm) 4, 0.

zln (y — )
h

Donc (10.I) devient

(x—7)?

4()"‘7]) (x__r).u(r 7])
> »
w2 2V— Vy—n 95) 2(y—m) ]dv’
R, (e —t) 1_2 (2R, —x—¥)
Ii L et e A Y NP R O / —=o=w xEA
N }‘T-fol:p[zﬁ ./e Vy—% : 0= )¢ Vy—7% g

r r

C’est sous cette forme que la formule (11.I) conserve sa validité.
Comme
I

K<io=a

on en déduit aisément (en vertu de (4") que
R,

o
‘ " £)°? e—%p
lim I_/e_“("*”) LGP dg = — /e wo—n . % &, ]l)d
R;>o00 2T Vy—2 2Vr Vy—/z
existe et que
R,
@Ry—v—p*
lim fe~w~%u__(£’h) dn=
R,—>o0 2Vx Vy—%
r
R
@R;—x—F)* Ke
lim — 1 /e A—h e KE 4= (£, h) dn <
Ry>00 2 V7w (y—7)

r

Ry—a)? °°

. .
e =7 +KRk/e—K§2 w (&,h)dn=o.

r

. I
lim

R0 2V (y —7)

Ainsi

(x—7)?
: - 40—=m) /3 (F—nr)u@,n)
-~ _ 1 e ou _ EF=r)ur,m) d:
“@ )z ﬂ;/ Vr=n ) — =55

[e°]

- (=¥
‘—_I____——:/\E AO—=R g (a,;l) —I—' lim SupF(u"‘),
2Vrn (y —%) R,—>co

J .
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R,

(x—E)? (ZRk—x—E)’
Ft)y=——"r ﬂ;w—fo—f Lo—=h }u* &, %) dE.
2V (y—4)

»

En répétant maintenant les considérations qui nous ont conduit dans la Note [I]

Y

de (12.I) a (13.1), sans aucun changement, on arrive & cette derniére formule

¥
r (x—7)?
- 1 Sy Py 1 ou o (x—n)u(r,n) ]
(13.1) u(x,y) = 21/;]}/6 " [V_J/—-—/L (8&)1;:, 2(y—u)* dn

[ee]
. [ _ @—pr
T — I ¢ G OB E Y2 dg
+ 2V (y —7) | .5 ds,
7
ou la dernitre intégrale converge absolument.

On n’a maintenant qu’a réproduire les passages  la limite du n® 3 de [1]
non pas pour R — oo arbitrairement, mais tout comme auparavant pour
une suite R; — oo convenablement choisie. On arrive ainsi de (16.1) &
(17.1) et par suite & (18.1), c’est-a-dire

o]

+
(x—8)*
- [ i=h.
(18.1) u(x,y)gsze 2] u (€, %) dE,

valable pour

—oo x <Loo , o<h<y <3,

Dans le cas x = 0, y = 3 on obtient en utilisant aussi )

+oo +oo
Ea Eﬂ
—“ZVE(;“_}L) /6_4(6—10 JuE, k)| dE < u(o,d) + 2./3_4(5—’1) e (5, h) dE <
+e 1 .
%(0:3)4‘2/6—%2(4(5_"’ _K)-e_KE’ - (E,HdE=u(0,8) 4+ 2M,
donc
ro
[ e, py e <c,

ce qui n’est autre chose que la formule (19.1). Comme nous I'avons indiqué
dans les n° 4 et 5 de [1], cette limitation entraine

_ (x—yp
A0=h .y (5, 4) dE,

+o00
8 S S
® “e) = =]

xR
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Ainsi on aboutit & notre théoréme de représentation indiqué au début:
THEOREME II (théoréme de représentation). — Soit u (x , y) une solution
de Déquation de la chalewr (3) dans la bande (2), continue dans la bande

Sfermée (1), vérifiant dans cette bande P'inégalité (4') ou K<ZI_8‘ Alors pour

tout —oo x <L oo ,0=h<<y<<8 on a la formule de représentation de
Poisson (8).
Concernant le théoréme d’unicité énoncé au commencement on n’a qu’a

réproduire le n® 6 de [1], en utilisant cette fois—ci le théoréme II ci-dessus au
lieu du théoréme I de [1]. '
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