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Analisi matematica. — Representation de Poisson et problème de 
Cauchy pour Vequation de la chaleur. Nota II di M ir o n  N ic o l e s c u  

et C iPR iA N  F o i a s , presen ta ta0  dal Socio M . P i c o n e .

A M. le Professeur M auro Picone en tém oignage de respectueuse affection 
à l’occasion de son 8oe anniversaire.

Resumé'. On. m.ontre que les résultats de la Note [I] peuvent ètre am éliorés 
en u tilisan t essentiellem ent la m èm e m éthode q u ’en [I].

1. D ans la N ote [I] nous avons dém ontré que si u (x  , y )  est une fonction 
continue dans la bande fermée

o ^  y  CC § 

o < y  <  8

\0J dx2 2y

et vérifìe dans (1) la lim itation

(4) u (x  , y)  ^  —  M.eKx2

avec

(5)

alors u (x , y )  est représentée en chaque point (x  , y)  de (2) par la formule de 
Poisson

+00

(6) u (x , y )  =  1  77- f  e ^ y ->0 u ( l , k ) d l ,
2 h z{ y  — k) J

—  OO

quel que soit h tei que

o ^  h <  y  <  § .

De ce rèstikat on a déduit aisém ent un théorèm e d ’unicité pour le problèm e 
de C auchy pour l’équation de la chaleur (3), dans la classe des solutions vé-

( 1 )  — 0 0  <  j  <  +  0 0

vérifiant dans la bande ouverte

( 2 )  —  0 0  <  x  <  +  0 0

l ’équation de la chaleur 
✓ v d2 u du

(*) Nella seduta del io aprile 1965.

40. — RENDICONTI 1965, Voi. XXXVIII, fase. 5.
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rifiant une lim itation (4) dans une bande quelconque —  00 <  x  <  +  00 , 
o ^  Y. Ce théorèm e d ’unicité qui contient à la fois le théorèm e de T iho­
nov (voir [2] et [3]) et celui de W idder [4] a été formule, ainsi que nous 
Pavons découvert tou t récem m ent, aussi (mème dans un cas plus général, par 
M. K rzyzariski et P. Besala (voir la conférerlce [1] du prem ier au colloque 
E quadif, P rague 1962). Le bu t de la présente Note est de prouver que des 
changem ents m ineurs dans les considérations faites dans notre N ote [I] per- 
m ettent de rem placer la condition (4) par la condition plus faible

+00

(4') Ju~  (x  , y ) e ~Kx2 dx   ̂M < 00 , o  ̂y  § ,
— 00

où K vérifìe (5) et u~~ (x , y )  est la partie négative u (x  , y )  c ’est-à -d ire . 

(7) (pc , y )  =  m ax { — u (x  , y )  , o } .

P ar suite, comme conséquence de la représentation de Poisson (voir le théo­
rème de représentation du n° 2) on obtient aussitòt le suivant

THÉORÈME d ’u n ic it É. -  U unicità  des solution du  problèma de Cauchy 
pour Vequation de la chaleur (3) dans la bande

—  00 << ^ <C +  00 ,

a lieu dans la classe des fonctions vèrifiant Vinègalitè-

+ ° °

(4") j u~  (x  , y) e~~Kx2 dx  ^  M,<C 00 . , o ^  y  ^  Y
—  0 0

óù K  et M sont des constantes positives quelconques.
Il est visible que si dans la bande ■— o o < ; r < o o  , o fg y  ^  Y on a

(4 '" ) u (x  , y)  ^  — M i eKiX\

alors

u~~ (x , y)  ^  Mi eKi x*

et p ar suite (4") a lieu avec K >  Ki quelconque. Done la condition (4") 
contient (4 '") comme cas particulier.

2. Nous allons refaire les considérations de la Note [i] en ind iquan t seu- 
lem ent les com plém ents nécessaires. D ans ce but, les formules de la N ote [I] 
seront indiquées par leurs num éros sui vis par I. A insi la form ule (8) de la 
Note [I] sera indiquée par (8 . I) Done, en conservant les notations du n° 2
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de [I] on a la form ule 

( io .i)  u ( x , y )  =

(x — rf 
4 (y — rj)

2}/Tut; ^y — v) 
h

( du
W h

(x — r) u (r , 7])
a ( y  — O

(2 R— r — x)2 
4 (y — ti)

2 Vtc J  f  y  —-7)
h

I du \
l l T A - r -

(2 R — r — x)-u (r ,rf)
2 (y 7])

dv)

dvj

- L _ d r

(*-D*
+  ■

5 ]/iz (y  — h)
e ^ y ~ h) -u (£ .,A )d^.-

(2 R — x — %)2

2 Vtc ,

ou
—  o o < r < ^ < R < o c  , o A <  jy ^  .

Introduisons aussi la partie positive de u\

Nous avons

u+ (x  , y ) =  m ax { u (x  , y )  , o } .

i
~2fa

y
' (x — R)2
e 4(y— (x — R) u ( R, r i ) ,

( / - d s/ì ^

(*-R)2
4 (j/ — T]) (R— x) «+ (R , î) , 

( y - n f *  ^

y ( x -Rf  
4 {y t]) (R — *) u (R , 7])

dv) ,

>ù la prem ière intégrale est positive pour R assez grand. Comme
OO y

(y-
dR  =

x h
y oo

j f  f  KR2 — R)2 R — x

y ^ J J e ^  * ~ KR! (R ’ *)) dR  dr< ^
 ̂ X

C l  / (  / « - KR,« - ( R , 7) )d R )d T )^ M C i-0y — A),

où M résulte jde (4') et Ci est une constante telle que

-v2
R — x(R~*)2

C i ^  —  e 4 0 —ti)
R2

(y — 3/2 ( /  —i))3'
£  4 (j/ — T]) . ^  \  A ( y — rj)■+K
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quels que soient x  ^  R  <  00 , ^ ^ 7 )  ^  y .  Ici on a utilise le fait que

TC 1 1
48 =  4 (j/—7})

Il en résulte q u ’il existe une suite Rk 00 , telle que

2 Mtz

(x_R̂ )2
^  — d Q _

{ y — nf*

Done (10. I) devient

u (x , y)  ---------

’ (x —  r)%
e  4 (y  —  T])

2  ~!tC . , /  ■  7]

lim  sup
R ,-* o o

(x — £)2

! V tC Ky -—^

du \
W h  = r

2  f  7T

— r)'U (r , 7)) "
dv]1N

R*r  (2R * - * - 1 ) ’
« .(£, A)I £ 40/ —Ti)

J Vy — A

C ’est sous cette forme que la formule ( u . I )  conserve sa validité. 
Comme

K <
4 ( y  —  r\) 9

on en déduit aisém ent (en vertu  de (4') que

lim
R^->oo 2 \ ‘

existe et que

L ,  f e - ^ W  . i T g . * )  d? == I  .  f e~ ^ y  . J C m -  
J Vy — h 2V7x J Sy — h

dy]

lim  —
R 7 —> 00 2 f 7T

<• _
*----- T(y-h) . u & ’k) dv) :

lim
Ri->00 2 Vtt (y —h)

(2Kk—x—%f 
4 (j5> — h) + K?

lim  —
Rz,—>00 2 f  TC (j)/--

£  4 ( y  h')

]/y-— h

• e K̂ 2 (5 , A) dy] ^

00

(E, , A) d7] =  o .

Ainsi

U (x , y )  ------- —rrr
Jx — ry_
4(y — r\)

2V7C ./ f j  —7)
h

M ) 2

9# \ 
3T/|=r

(# — r ) - u ( r , 7))
2 O' — I'll

dv]

H-----j7=7.... / « 4(J/ ^  •« (£ , A) +  lim sup F  («+),
2 V 7 t ( j ) / —  h ) J  R . - 7 - o o  '
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OÙ

F («+) =
2 ì/iz {y — h) ,

(*-D« (2R£-* -^)2-|
4 (^ — A)  £  4 ( y  — h) U+

En répétan t m ain tenan t les considérations qui nous ont conduit dans la- Note [I] 
de (12.1) à (13.1), sans aucun changem ent, on arrive à cette dernière formule

(13-1) u  (x  , y )  72
(x — r)2 

4 (y  —  r)) I

y y — h
du
w l=r

(x  — r) u {r , yj)

2 O' — >i)3/2
dv]

+ : ^tc ( /  — >£)

00

[>

X*-\?
*(y~h) -u  (£ , A) d%,

oh la dernière intégrale converge absolum ent.
On n ’a m ain tenan t q u ’à réproduire les passages à la limite du n° 3 de [1] 

non pas pour R  -> 00 arbitrairem ent, mais tou t comme auparavan t pour 
une suite R k -> 00 convenablem ent choisie. On arrive ainsi de (16.1) à 
(17.1) et par suite à (18.i), c’e s t-a -d ire

+00
r

(l8-0 u ( x , y )  ^  —r  / e d?,
2 \ i z {y  — h) J

— 00

valable pour

—  00 <  00 , o

D ans le cas x  =  o , y  =  8 on obtient en u tilisant aussi (4')
+00 +00

3] - 7s ■ ■/,) J e 4 M  • | « ( 5 , A ) | d ^ * ( o >8) +  2 / «  ‘ M . r ( 5 , A ) d U

+ OO

u (o , 8 ) - \ - 2  I  e % (4(ò~ *) 1 e K|2 • u  (i; , h) d£ <£ u  (o , S) + 2  M ,

done
+00

• \ u ( Z , h ) \ A l < C ,

ce qui n est au tre  chose que la formule (19.1). Comme nous l’avons indiqué 
dans les n° 4 et 5 de [1], cette lim itation entrarne

+00 ( ì)2

(8). U ( x , y ) = — - J = ^  I e~ ^ = ^ . u ( l , A )  d l ,
~  99
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Ainsi on aboutit à notre théorèm e de représentation indiqué au début:
T h é o r ÈME II (théorèm e de représentation). -  So it u  (x  ,y )  une solution 

de Vequation de la chaleur (3) dans la bande (2), continue dans la bande 
ferm èe  (1), vèrifiant dans cette bande Vinégalité (4') où K <  — . A lors pour
tout ■— 00 << a  << 00 , o on a la  form ule  de représentation de
Poisson  (8).

C oncernant le théorèm e d ’unicité énoncé au com m encem ent on n ’a q u ’à 
réproduire le n° 6 de [1], en u tilisant cette fois-ci le théorèm e II ci-dessus au 
lieu du théorèm e I de [1].
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