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N O T E  P R E S E N T A T E  DA SOCI

Analisi matematica. — Sulle funzioni di Green concernenti i 
poligoni rettilinei semplicemente connessi. Nota di D em et rio  M a n 
g e ro n  e A. F. S e s t o p a l , p resenta ta  ^ dal Socio M. P ic o n e .

A M auro Picone nel Suo 8o° compleanno.

1. In una N ota lincea recente [1] gli Autori hanno studiato Tanalisi 
spettrale delle piastre triangolari tram ite applicazione degli sviluppi delle 
funzioni di Green spettanti agli operatori lineari alle derivate parziali -  anche 
non ellittici -  [2], [3], in serie di funzioni fondam entali.

In  questa N ota si dà la rappresentazione delle funzioni di Green relative 
ai domini poligonali rettilinei semplicemente connessi tenendovisi conto delle 
applicazioni ulteriori relative alle inversioni degli integrali di Schwarz-Chri- 
stoffel tu tto ra  in stam pa [4].

2. Enunciam o anzitutto i seguenti lemmi.
T o C02 ±2(̂ /3).LEMMA i. — Se t  =  -—  — i  e , /  eguaglianza

(1 )  p'(u , COI , CO2) —  p'(v , <01 , <02) = C  (v)
0i 2 Còl ,T 0X

* (or/3)

2 (Oi 6i
1(71/3)

2 COI

2 COi

è valida per due valori arbitrari degli argomenti u e v. 
Nella formola (1) si è posto

0 ) C(v) =
TT3 0 j (O , T)

01 V 
2 COi T 01

A (jt/3)

2 CO] ,T 01
- i (jt/3)

2 COi

2 coi -e, 2 6)2 essendo i periodi della classica funzione ellittica p (z , co 1 , 002) di 
W eierstrass (1).

(*) Nella seduta del 14 novembre 1964.
(1) Le funzioni Theta, pur esse classiche, si definiscono per la variabile complessa v 

ed un parametri x essendo Re x >  o tramite i seguenti sviluppi

+ °° / 1 \2
01 (zi, y) — 2 ^ ^ (s in  TZV — ^2sin 3 izv+q*  sin 5 izz>— . . -) =  i V  (— I)«^L 2/ e 2̂n~  f

n =  — 00

39. — RENDICONTI Ì965, Voi. XXXVIII, fase. 5.



6o6 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. X X XV III -  maggio 1965

LEMMA 2. -  Per ogni numero complesso n  avente la parte p u r  im m aginaria  
non negativa e per ogni 2 =  u/cùi hanno luogo le form ole

(3)
01 (z , t) 03 (z , t)

0i T--- I T---- I

I 4---- e e
0o ( o , - T--I

(4)
00 (z , t) 02 {z , t)

T--- I T   I

. Jt . 2 jc
I 4 T ■—1-----£ e

03 p  , - 00 o,

00(o ,-

ove come più sopra per le 6-funzioni si sono adoperate le notazioni 0t- (z , q) 
e (^ > T) (2' =  o , 1 , 2 , 3), essendo q un num ero complesso costante di 
modulo m inore di uno e t =  .TCZ

3. I lemmi di cui sopra conducono alle nuove espressioni delle funzioni 
di Green assai utili nelle applicazioni ove governa nelle schematizzazioni m ate
m atiche come strum ento la teoria delle funzionii di variabile complessa.

+ °° / _U 2
02 (v , x) = 2  qX!A (cos TU' V +  q2 COS 3 7ZV-\-g6 COS 5 TC V +  • • • ) =  g(?n — l)nvt^

n — — 0 0

+ 0 0

03 (v , X) =  I + 2  (q COS 2 7UZ> +  qA COS 4 TT̂  -f^ 9 COS 6 TCV +  • • • ) =  2  p 2 2nnvî
n— — OO

+ OO
04( ^, x)  =  i — 2 ( ̂  cos 2 tc v — cos 4 Tcv+q9 cos 6 tcv — • • •) =  2  (— i)n qn* e2n7im,

n = — 0 0

ove q — e~'nK, allorché col qllA si sottintende il valore univocamente determinato ;
si può prendere anche q =  etJlx, ove si è posto t  == t i  -f- i T2 =  ix  (t2 >  o).

Nel caso ih cui il parametro x è prefissato, invece di (v , x) si scrive brevemente (v). 
La funzione 04 (v) si nota pure con 0 (v) oppure 0O {zi). Le funzioni Theta sono funzioni tra
scendenti intere. Le loro drivate logaritmiche per rapporto a v sono

1 d  In 03 (v) 
2 tu dv

1 d  In 04 (v)
2 TC dv

sin 2 tcv
Sh TCX

sin 4 tu zq sin6  7rz/
sh 2 TCX sh 3 TCX

I d  ln02 1
2 TU dv 2

tg TCV

I d \n  0i 1
Ctg TU V2 TC dv 2

= T s m 2 tc v
sh TCX

s m 4 TCV
+   ̂ r-------- F Psh 2 TCX

sin 6 tcv 
sh 3 TCX

Per varie proprietà delle funzioni Theta vedasi [9], allorché per i valori delle funzioni 0  ̂ (o),

0o (o), 02 (o), 03 (o), - qV /  v  , q2 ^  , -£ ~ r-r  , - °̂  si utilizzano di solito le tabelle di Keiichi0, (o) 02 (o) 03 (o) 0o (o)
HAYASHI [io] oppure quelle di NAGAOKA e Sakurai [i i ].
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Così, ad esempio, tenendo conto del fatto, dim ostrato dagli Autori nella 
loro N ota [5], che la parte  reale della funzione di Green W  (P, Q) spettante 
ad un triangolo equilatero possiede la forma

( 5) W  (P , Q) ['PL(p )'PL (Q ) +  ? L ( p )? L (Q )] .

ove P e Q sono punti di coordinate ( x i , x 2) e (E i, E?) rispettivam ente, a è la 
lunghezza del lato di detto triangolo, m entre le %n (P) e <ps (P) si determ i
nano secondo le formole

(6 ) Vkn ( p ) = - sin  X1 co s  f f r  x i —  s in  - f f  (A  Ó  +  X i) COS —  O 2 ̂ —  X l)

+  sin (x i h  — ^2) cos —  (Xl +  x2fo ) ;

(7) <P*„ (p ) =  sin *2 sin - -  X\ —  sin f —  ( ^ 1 / 3 +  *2) sin —  (x21/3 — x x)

—  s i n ( * i h —  x 2) s in !ZL(Xl +  x 2Ì 3)  ,
*V3 3 a

si ricava per la W  ( P , Q) la nuova form a seguente:

(8) W ( P , Q ) = - M n {Z , COI , CO2) -----( f  , 0 )1  , C02)

p' (z , OH , co2) —  p f (C , Còl , co2)

# =  X \  +  1X2 , K =  \ l  +  i%2 •
La funzione di Green U  (P , Q) spettante ad un triangolo che si ottiene 

da un triangolo equilatero per dimezzazione di quest’ultimo è data  dalla formola

(9) U ( P , Q ) = V l n P (# , COl, CO2Ì —  ,0)2)
P ( z , COi, CO2)--P (£,C0 j.,Cù2)

-In P'(Z , 6)1 , C0 2) —  p '(£* , 6>i, C0 2)

p \ z  , COI , co2) —  p 7'(C*, COI > C0 2 )

ove si è pósto £*=  L a (9) si trasform a poscia in

( i o ) U ( P , Q ) = In p ' 2 (z , COI , C0 2 ) —  p ' 2 C  > coi , C0 2) 

p ' 2 (z  , COI , C0 2) —  p /2 (£ , c o i , co2)

La funzione di Green K (P , Q) spettante ad un rettangolo è data  dalla 
formola

(.1 ) K ( P , Q )  =  - ^ L  2

kit . kiz r . n 7T . ntu „ 
00 s i n - — i i  s m — - ^ i  sm - - i 2 S i n — C2a a 0 b

k , n  = 1 /è2 n2

Re In
e , P - ? , fW £ i ± , ,

ove si è posto q =  e~ n{-òla\  z  =  x \ -f- x% , £ =  ^  -f. ì E,2 .
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L a funzione di Green spettante ad un triangolo rettangolo isoscele, V (P,Q) 
si ottiene ponendovi innanzitu tto  nella ( n )  a =  b. Si ottiene per conseguenza 
in un prim o tem po

(12) K ( P , Q ) = - R e In
ft (£ , co; , fi>a) '

p , CÔ , COg) — p (? , (ù[ , COg) J ’

ove si è fatto notare coi =  a , 6)2 =  ia , t =  i. Tenendo conto dalla formola 
di omogeneità per la funzione p nel caso in cui il secondo in v arian teg 3 è uguale 
a o, è cioè dalla formola

( !3) P ( ±  i z , g 2 , o)  =  — p ( 2 , ^ 2 ,o)

si ottiene dalle (12) e (13) per la funzione di Green V  (P , Q) di cui sopra 
l’espressione

p2 (z, “ i , «2) — p2 ( K , «1, *>2)
P2 {z , £»; , COg) — (  ̂ , coj , tùg)

(14) V ( P , Q ) = ^ _ l n

4. I risultati conseguiti possono essere collegati con alcuni recenti lavori 
dovuti al M. M arden, P. F. F ilcakov ed altri ancora [6], [7], relativi, rispetti
vam ente, allo studio dei punti critici delle combinazioni lineari delle funzioni 
di Green e della determ inazione delle costanti degli integrali di Schw arz- 
Christoffel tram ite serie di potenze generalizzate. Le formule di cui sopra si 
possono estendere, m ettendovi alla base lo strum ento della teoria delle funzioni 
di variabile complessa, cfr., per esempio, M. Picone [8], ed utilizzando il 
principio di sim m etria di Schwarz, alla determ inazione delle rappresentazioni 
conforme su di un semipiano di una vasta serie di domini poligonali, costituiti 
dai triangoli equilateri e dai triangoli che si ottengono in seguito alla dimezza- 
zione dei triangoli equilateri. Ferm andoci, additiam o la possibilità di ottenere, 
senz’altro, con i mezzi di cui sopra, la funzione che fa rappresentare su di 
pn semipiano un rom bo coll’angolo acuto uguale a tu/3 .
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