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Matematica. — Una classe di sistemi cartesiani. Nota di 
G ianfranco Panella n , presentata ((*) **} dal Socio B. S egre.

T. G. Ostrom  [2] (1) e L. A. Rosati [5] hanno recentem ente provato, 
ciascuno indipendentem ente dall’altro, l’esistenza di piani grafici finiti che 
risultano (R , r)-tran sitiv i (rispetto ad un loro punto R  e ad una loro re tta  r  
passante per R), senza tu ttav ia  essere (R , R )-transitiv i o (r , r)-tran sitiv i.

Nella presente N ota si fornisce un risultato  com plem entare a questo, 
costruendo una classe di sistemi cartesiani (propri) che com prende u n a  sotto­
classe di sistemi cartesiani finiti (2). A ll’uopo si sfru tta  u n ’idea già adom brata 
in [3] (p. 349), che porta  a certi sistemi cartesiani propri m ediante una sem­
plice modifica della definizione di moltiplicazione entro un quasicorpo di M ars­
hall H all (costruito a partire  da un campo opportuno).

L a N ota è suddivisa in tre num eri. Nel n. 1 si stabiliscono due lemmi, 
poggiando sui quali si perviene poi, nel n. 2, al risu ltato  annunciato. Il n. 3 con­
tiene alcune osservazioni sulla classe dei sistemi cartesiani ottenibili nel modo 
qui indicato.

1. Sia J (F , s) il quasicorpo di M arshall H all [6] (Appendice) costruito 
a partire  dal campo F  di caratteristica diversa da due e dal polinomio x 2 — s 
a coefficienti in F  e irriducibile su F- J(F  , s) ha come insieme sostegno il p ro­
dotto cartesiano F X F dell’insieme sostegno del campo F  per se stesso; le 
operazioni di addizione e di moltiplicazione che gli competono sono definite, 
se a — (ai , ai) e b =  (bi , bd) sono due suoi elementi qualsiansi (ai, a% , b\ , 
b 2 s F), dalle seguenti uguaglianze

a-\-b =  (a± , ad) fi- ( b i , bd) — (ai b\ , a% -f- bd)

ab =  (ai , ad) (b\ , bd) =  (ai b± , a± bd) se a^ — o

ab — (a\ , a%) (bi , bd) — (ai bi — (,a2 —  s) a ~ x b% , #2^1 — ai bd) se ^2=j= o.

L ’insieme N — { a — (ai , ad) e J (F , s) | a% =  o } è il nucleo del quasicorpo 
J (F , s); l ’applicazione F  -> J (F , s) definita ponendo a -> (a , o) (per ogni 
a 6 F) è un monomorfismo del campo F in J (F , s) avente N per immagine: 
potrem o perciò identificare F  con N e pensare J (F , s) come estensione del 
suo sottoquasicorpo F.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del gruppo di ricerca n. 17 del Comitato 
per la Matematica del Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(**) Nella seduta del io aprile 1965.
(1) I numeri in [ ] rinviano alla bibliografia in fine.
(2) Classi di sistemi cartesiani infiniti sono note da tempo; cfr., ad esempio, L, LOM­

BARDO R adice [i] e G. P ic k e r t  [4].
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Con tale convenzione, introduciam o le applicazioni 

g  ■ J ( F ^ )  X J ( F , ^ F

definendo g  (a , b) =  (a\2 b\ — a\ bpf (a =  (ai , afi) e b =  (^i , ^2) elementi a r­
b itrari di J (F , s))y e

7  • ( J ( F d ) - F ) x J ( F , ^ F

definendo /  (a , b) =  g  (a , b) —  sb\ , ove <3 =  (ai , <22) e b =  (bi , b£) sono
elementi arb itra ri di J (F , s) tali che a% =j= o; sia poi F ' l’im m agine, ne lla / ,  di
(J (F *) ■— F ) x J  (F , j) : F '=  /  [(J (F , s) — F) X J (F , s)] C F.

Ciò posto, dotiam o l’insieme sostegno del quasicorpo J (F , s) di u n ’ope­
razione binaria, o, con la seguènte definizione (3):

aob =  ab se a e F , o se /  (a , b) =  o , oppure se /  (a , Z>) ^  1

aob =  — ab se a € F e se f  (a , b) 1.

Per conseguire il risu ltato  cui questa N ota è dedicata proviam o, anzitutto , 
due lemmi.

Lemma i. -  Siano a , b , c elementi d i J (F , s) tali che afi= b e c =j= o. 
Se i l  prodotto d i due qualunque elem enti d i F ' che siano non quadrati in  F  è un  
quadrato in  F, esiste uno ed un solo elemento x  d i J (F , s) che verifica V equa 
zione\

(a) •— a o x - \ - b o x  =  c.

Dimostrazione. -  Le eventuali soluzioni della (a) vanno ricercate tra  gli 
elem enti x  del quasicorpo J (F , s) che verificano una (almeno) delle seguenti 
equazioni:

(ai) —  ax  +  bx =  c , (0C2) —  ax  ■— bx =  c, (a 3) ax  —  bx =  cy

(0C4) ax -fi bx =  c.

D iscutiam o, separatam ente, tre  casi.
P r i m o  c a s o :  a , b e F  . Se x  è l’unica soluzione di (oci) in J ( F ,  j), 

risu lta — a o % -fi b o x  =  c \ le eventuali soluzioni delle (a,) (^’ = 2 , 3 , 4 ) ,  
distinte da x  y non verificano l ’equazione (oc).

S e c o n d o  c a s o :  <3 e F e $ 6 F (si procede in modo del tu tto  analogo 
se a € F e ^ e F ) .  Le soluzioni della (a) vanno ricercate tra  quelle delle equa­
zioni (ai) e (0C2). C iascuna di tali equazioni ha una ed una sola soluzione in 
J (F  , s): sia x  la soluzione di (ai) e x "  la soluzione di (a2). R isulta f  (b , x )  =

(3). Se t , u , v , w  sono elementi non nulli del campo F, le scritture / ~  1 , u 1 , v ~ w  
stanno a significare, rispettivamente, che / è un quadrato in F, che u è un non quadrato in 
F, che v e w sono, contemporaneamente, quadrati o non quadrati in F.
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=  f  (b , x") =  (a2 — s )~ xf  (b , c) =]= o. Ciò com porta che se (a2—  s)—1 f  (b , c) ^  
^  1 , x  è l ’unica soluzione della (a) in J (F , s); m entre nella rim anente 
eventualità, in cui (a2 —  s)—1/  (b , c) 1, solamente l’elemento x"  di J (F , s) 
verifica l’equazione (a).

T e r z o  c a s o :  <3 € F e ^ 6 F . Se ^ =  'o, le equazioni (a2) e (04) 
non sono risolubili in J (F , s). L a (ai) ha una ed una sola soluzione x  in 
J (F , s), e la (a3) una ed una sola soluzione x " , x ' = — x',  in J  (F , s); 
risu lta f  (a , x )  = f ( b  , x )  =  /  (a , x") =  f ( b ,  x")  =(= o. Se /  (a , x )  ~  1, x  è 
l ’unico elemento di J (F , s) che verifica la (a); se invece f  (a , x )  i, sola­
m ente l’elemento x"  di J (F , s) verifica la (a).

Possiamo, orm ai, supporre a + b - 1= o; ciascuna delle quattro  equazioni 
(ai) (a2), (a3), (a4) è univocam ente risolubile in J (F , ^) : siano x  , x ”, — x ' , 
—  x ” le rispettive soluzioni. D etto D ' (D") il determ inante della m atrice dei 
coefficienti del sistem a lineare (a coefficienti in F e opportunam ente norm aliz­
zato) che si ottiene dalla (ai) (dalla (a2)) applicando la definizione di m olti­
plicazione tra  elem enti di J ( F , s), si trova f  (a , x') =  —  a2 bT 1 D '~ 1 /  (b ,c) =j= o, 

/  (a , x ") =  a2 b2 1D" 1 / (b , c) =[= o, / (fi , x )  =  —  b2 a fi1 D '~ 1 fi  (a , r̂) =f= o, 
f  (fi ,x " )  =  b% (H 1 V)n~ X f  (a , c)=j=o. In  conseguenza, risu lta /  (a , x ) f  (b , x )

(b , c ) f  (a , d) (a , x " ) f  (b , x"). Se /  (b , c ) f  (a , c) ~  1, l ’unica solu­
zione di (a) in J (F ,. s) è x  o -— x  a seconda che /  (fi , x )  ~  1 oppure 

fi (b , x )  r>Ĵ  1. Se invece/  (b , c ) f  (a , c) 1, l ’unica soluzione di (oc) in J (F , j) 
è d a ta  da x"  o da —  x"  a seconda che f  (fi , x") r+fi 1 oppure f  (b , x ”) ~  1.

Il lem m a 1 è così dim ostrato.
Lemma 2. -  Siano a , b , c elementi d i J (F, s) tali che a b e c - j= o. Se 

i l  prodotto d i due qualunque elementi d i F ' che siano non quadrati in  F é  un  
quadrato in  F, esiste uno ed un solo elemento x  d i J (F , s) che verifica / ’equazione'.

(P) x.o a ■— xo b — c.

Dimostrazione. -  Le eventuali soluzioni della (fi) vanno ricercate tra  gli 
elem enti x  del quasicorpo J (F , s) che verificano una (almeno) delle seguenti 
èquazioni:

(pi) x a —~xb =  c, (P2) x a + x b = c ,  (Ps) ~ x a + x b = c ,  (P4) — x a — xb =  c.

D iscutiam o, separatam ente, tre casi.
Prim o caso: g  (c , a —  b) =|= °  e g  (c , a +  b) =(= o. C iascuna delle equa­

zioni .(p,-) (i =  1 , 2 , 3 , 4 )  am m ette esattam ente una soluzione in J (F , s) 
e questa appartiene a J (F , s) ■— F. Se x  e x"  sono le soluzioni di (Pi) e (P2) 
rispettivam ente, allora (P3) ha soluzione — x  e (P4) ha soluzione — x ' .  
R isulta

/  (x , a ) = f  (—  x ' , d ) =  [g(c  , a —  —  s (a2— b2)2\ (g(c , a)—sg(a , 3))=j=o

/  (^ .  k = J  ( x ' , b) =  [g  (c , a 6) ]~ 1 [4  -  x (a2- b i f \ { g ( c  , b )-sg (b  , a ) ) ^ o  

f ( x ' , a )  =  f ( — x",  a ) = [g(c , a  +  ^)]—1[<r| —  J («2+ ^ ) 2] (g(c , a)— sg(a, b))=(=o 

f ( x ”,b) =  f { - x " ,  b)=  [g ( c , a  +  b) ] - ' [ 4  -  s (a2+ ò2J \  ( g { c , b ) - s g ( b , «))=*= o.
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N e segue /  (x  , a ) f  (pc' , b) ~  (g  (c , a) —  sg (a , b )) (g  {c , b) —  sg (è , a)) ~  
a ) f  (x", è): se (g  (c , a) —  sg (a , b ))  (g  (c , b) —  sg (b , a)) ~  1 l ’equa- 

zione (p) ha, in J (F , s), Punica soluzione x  , o — x  a seconda eh e f  (oc , a)
1 oppure f  (x , a) 1; altrim enti la (p) ha Punica soluzione x"  o —  x " , e

ciò a seconda che f  (xn, a) 1 oppure f  (xn, <2) 1.
Secondo caso: g  (c , a — b) =f= o e g  (c , a +  b) =  o. Le equazioni (P2) e

(P4) hanno soluzioni in F oppure non sono risolubili in J (F , T); le eventuali
soluzioni della (p) vanno quindi ricercate tra  le soluzioni di (Pi) e di (P3): siano 
esse, risp e ttiv am en te ,^ ' e — od. Per f  (od, a) e /  (oc , b) si trovano le m ede­
sime espressioni del prim o caso, m a ora risulta g  (c , a) — g  (c ì b)\ ossia, 

f  (x , a) f  (x y b) ~  1. D a ciò deriva che l’equazione (p) ha, in J (F , s), Punica 
soluzione x  o — x  a seconda che /  (oc y d) ~  1 oppure f  (oc , d) ^  1.

Terzo caso: g  (c , a —  b) =  0. A nalogam ente al caso precedente, si ha che 
(Pi) e (P3) hanno, ciascuna, una soluzione in F; di tali soluzioni una, quella di 
(Pi), verifica la (p). L e eventuali soluzioni di (P2) e (P4) non sono poi soluzioni 
di (p). In fatti, se g  (c , a-{-b) dp o, (P2) ((P4)) ha una unica soluzione od' (— x") 
in J (F , s), la quale appartiene a J (F , s) —  F, e risulta f ( x " y a ) f  (oc"y b) ~  1 
in quanto g  (c , b)= g  (c , a). Se invece g  (c , a +  b )~ o , l’eventuale soluzione 
di (P2) ((P4)), in J (F , s), appartiene ad F, ond’essa verifica la (p) nel caso 
che coincida con la soluzione di (Pi).

Il lem m a 2 è così dim ostrato. 2

2. Conservando le notazioni ed usufruendo delle definizioni del n. 1, 
dotiam o l’insieme sostegno del quasicorpo di H all J (F , s) delle operazioni 
di addizione, +  , e moltiplicazione, o ; indichiam o con J (F , s) ( +  ,0 )  la 
s tru ttu ra  algebrica ‘così definita. Proverem o il seguente

TEOREMA: Se i l  prodotto d i due qualunque elementi d i F ' che siano non 
quadrati nel campo F  e un  quadrato in  F  , J (F , s) (fi- , °) è un sistema 
cartesiano (commutativo rispetto alVaddizione). Se, inoltre, ferm a  restando 
la precedentè ipotesi, i l  campo F  ha ordine superiore a tre ed esistono 
a , b e ( j j  (F , s) —  F) ta li che f  (a , b) r>ĵ > 1 v U sistema cartesiano J(F  , s) ( +  , o) 
non e un quasicorpo destro nè un quasicorpo sinistro.

Dimostrazione. — Per stabilire la prim a parte del teorem a, occorre e 
basta  provare le seguenti asserzioni:

ia J (F , S) ( + )  è un gruppo (abeliano);
2a se o è l ’elemento neutro di J (F , s) (+ ) ,  -risulta o o #  =  <z o o  =  o 

qualunque sia a in J (F , s) ; J (F  , s) (o) possiede elemento neutro (destro 
e sinistro), distinto da o;

3a se a , b , c , sono elem enti di J (F , s) tali che a f g b ,  esiste uno ed 
un solo elemento x  di J (F , s) che verifica l’equazione — a o x f - b o x  — c \ 

4a se q , b , c sono elem enti di J (F , s) tali che a f = ò ,  esiste uno ed un 
solo element^ x  di J (F , s) che verifica l’equazione x  o a —  x  o b =  c.

L a i a e la 2a sono banali. Se c =j= o, la 3a è conseguenza del lem m a 1 e 
la 4a è conseguenza del lem m a 2; inoltre, si prova facilmente che le equazioni 
—  a o x ~ j - b o x  =  o e x o a  —  x  <> b =  o (a , b e J (F , s) , a =\=.ò) am m ettono
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come unica soluzione l’elemento neutro di J (F , s) (+ ) ,  ciò che dim ostra 
le 3a, 4a per c =  o.

. Si supponga ora che F abbia ordine m aggiore di tre, e sia x \  un elemento 
non nullo di F  che verifichi la condizione x* =f= 2 s; ne consegue che è (xi , X2) 0 
o (o , C2) =f= [(^1 , o) ° (o , ci) +  (o , X2) 0 (o , ^2)] ove X2 e C2 denotano elementi 
non nulli del campo F, talché la m oltiplicazione o non è d istribu tiva a sinistra 
rispetto all’addizione. Se, infine, a , b sono elementi di J (F , s) —- F tali che 

f  (a , b) r ]*j 1 e c denota un elemento non nullo di F, risu lta a o ( b c )  ^  
=4= (aob -fi aoc), onde la m oltiplicazione o non è d istribu tiva neppure a 
destra rispetto all’addizione. Anche la seconda parte  del teorem a è così 
d im ostrata.

3. Per concluderè la presente N ota, ci proponiam o di meglio accertare 
la consistenza della classe di sistemi cartesiani (propri) data  dal prece­
dente teorem a. Osserviam o all’uopo che, in definitiva, si perviene ad un 
elemento di quella classe a partire  da un campo F che verifichi le seguenti 
condizioni:

(I) F  ha caratteristica diversa da due, ha ordine superiore a tre  e 
possiede un elemento  ̂ non quadrato  (in F);

(II) se F '=  { ^ e F | ^ — x 2 — sy2 con x  >y G F }, il prodotto di due 
qualunque elem enti di F ' che siano non quadrati in F è un quadrato  in F;

(III)  esistono in F elementi x , y  , z  , t  tali che ( x z — y t)2 — st2 sia un 
non quadrato  in F.

Ne consegue, in ta n to ,- l’esistenza■ di sistemi cartesiani (propri) J (F , s) 
( +  , o) f i n i t i :  il teorem a del n. 2 perm ette in fatti di costruire un sistema 
siffatto a partire  da un qualunque campo di Galois di caratteristica diversa da 
due, che abbia ordine m aggiore di tre, usufruendo di un qualunque suo ele­
m ento  ̂ che sia un non quadrato .

Inoltre, si costruiscono facilm ente campi i n f i n i t i  che verificano le 
condizioni (I), (II), (III) . A ll’uopo basta, ad esempio, considerare un campo di 
Galois Fo di caratteristica d iversa da due, ed una successione m  , fi2 •
di interi dispari m aggiori di uno; si può allora costruire una catena di am plia­
m enti:

( 0  F 0C Fi C • • • C F^C • • •,

definendo F t- come il campo di Galois -  estensione finita di F,*_i -  avente 
grado rii s,u F,-__i (i =  1 , 2 , • • •, k  , • • •). Se i < j  , è definito un om om or­
fismo natu rale  (d ’immersione) /V- : F,- Fy ; l’unione degli insiemi sostegno
dei cam pi della catena (1), eseguite le identificazioni naturali, ha una stru ttu ra  
natu ra le  di campo: tale campo (infinito) verifica le condizioni (I), (II), (IH)- 
D a esso, m ediante il teorem a del n. 2, si ottiene un sistem a cartesiano (proprio) 
i n f i n i t o  del tipo indicato.
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Summary. — We give the construction of a class of Cartesian sets containing a subclass 
of finite Cartesian sets. The result is reached by slightly altering the definition of multiplica­
tion in a suitable Hall’s V.W.-system.


