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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Analisi matematica. — Representation de Poisson et problème 
de Cauchy pour Véquahon de la chaleur. Nota di M iron N icolescu 
e C iprian  F oias, presentata (*} dal Socio M. P ico ne .

A M. Le Professeur M auro Picone. En tém oignage de respectueuse 
affection à Foccasion de son 8oe anniversaire.

1. Dans le M ém oire [3] de Fun des auteurs on a dém ontré que si u  est 
une solution de l ’équation de la chaleur

32 u du __
157 =  ° ’

dans la bande

(2) — 00 < 1  <  4  00 , o < _ y < 8 ,

continue sur la bande fermée

(3) — 00 <  4  00 , o <Z y  fg S,

où elle vérifie en outre la lim itation

(4) | u (x , y)  | ^  Mé?K*2,

avec

(5) 0 — K <  ■—g- 1

alors u  est représentée en chaque point (x , y)  de la bande (2) par la formule 
de Poisson

“p OO

(6) u ( x , y )  =  — = L = f r Ì w . u ( Z , À ) d l ; ,
2 Yn(y — Ji)J

---- OO

quel que soit h tei que

(7) O ^ h  < y < § .

U n résultat sem blable avait été obtenu auparavan t par le prof. M. Pi- 
cone [4] (1).

Le théorèm e d ’unicité q u ’on appelle com m uném ent théorèm e de Ticho- 
nov [5] avait été déduit indépendam m ent par l ’auteur du M ém oire [3], en

■ (*) N ella seduta del 13 marzo 1965.
(1) Le M émoire cité de M. Picone, à coté des résultats plus anciens de E. E. Levi, peut 

étre considéré comme le point de départ de toutes les recherches ultérieures concernant 
Féquation de la chaleur.
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p artan t de la formule (6) (2). U n théorèm e d ’unicité dans le dem i-plan et 
non pas dans une bande m ais u tilìsant la m èm e condition (4), est contenu 
dans le M émoire cité de M. Picone. Le m èm e théorème d ’unicité a d ’ailleurs 
été étendu ces dernières années à des équations et systèmes d ’équations para- 
boliques très générales (voir par exam ple [1] et [2]).

Toutefois, le seul résultat nouveau obtenu pour le cas classique de l ’équa- 
tion (1) nous semble bien ètre le théorèm e de D. V. W idder [6] concernant 
l ’unicité des solutions du problèm e de Cauchy, qui sont bornées seulement 
d ’un seul coté.

Ainsi l ’idée de faire dériver les deux théorèmes d ’unicité mentionnés 
d ’une proposition plus générale se pose d ’une m anière naturelle. Ce travail 
est consacré à la resolution de ce problème. Enon9ons tou t de suite le résul
ta t obtenu dans cette direction:

THÉORÈME d ’unicitÉ: L 'unicità  des solutions du problème de Cauchy 
pour V equation de la chaleur (1) dans une bande o < i y < ^ Y  a lieu dans la 
classe des fonctions vérifiant / ’ inégalitè

(4 bis) u (x  , y )  >  — Mé?K*2,

où M et K  sont des constantes positivies .
Il est visible que ce théorèm e contient le théorème d ’unicité de 1937 aussi 

bien que le théorèm e d ’unicité de D avid Vernon W idder.
L a dém onstration apparaìtra  cornme une conséquence naturelle du fait 

que la technique utilisée dans [3] nous perm ettra d ’obtenir la formule de 
représentation (6) avec la seule hypothèse (4 bis).

2. Considérons dans le pian x O y  le rectangle PABQ de sommets respec- 
tifs P (r , y )  , A  (R , K) , B (R , h), Q (R , y), avec

—  o o < r < R < ;  +  oo , o ^  h < y  S-

Si u  est une solution de (1) dans ce rectangle, on a la formule bien connue 
de Green

(8)
u  {pc ,y )

r  _  ~~ rf
! / é i (y-n)

2 i n  J  1y  — 7]
h

du \
Wh-r

(x — r) u ( r , 7])
2 ( J  — 7]) dv)

(*—R)a 
4(r—ii)

2 Vtt J  Vy — 7]
h

du
3 ?  k = R

(x— R) •« (R , tj)
2(y — 7]) dvj

+  ■: Vtt (y  — h) e . « ( 5 , A ) d 5 ,

suivant que l'e point M (x  , y )  est dans l ’intervalle PQ ou extérieur à cet 
intervalle.

(2) D ans le M émoire cité de 1937 on trouve aussi le théorème d ’unicité pour la dem i-bande.
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Appliquons cette formule h M'  (x , y ') ,  où

x  =  2 R — x  , y  — y ,

le point M étan t supposé dans Pinter valle PQ.
On aura

(9) ; frc

(2R — r — x f  
4 ( y  — rj)

\ y — 7]
! ^ u \   (2R  — r  — x ) - u ( r ,  73)
\  ^  k = r  2 (y  — 73) dv)

+ 2 Vtt „

h
* (R — at)2 

4 (jK---T))

Vy —y)
(R — x ) -u  (R , 7]) 

|-R  2(9/ — 7]; dv]

R

+ 2 Viz ( y  — h ) .
r

e
(2 R — X — IY

- u { l , h )  A l .

R etranchons (9) de (8). Il vient
y

_  ( x — r f

e A0,~  

7y — t\
h

r]) i du \
\ W ) % = r

(x — r ) -u  (r ,7))
2 ( y ^ X )

dv)(10) u O  » y)  = : \'r.

yV (2 R — r — x f  
4 ( y  — rj)

t y — v)
du \
W h= r

(2 R — r  — x) u (r ,r\) 
.2 ( y — fi) d 7]

/
(x — R)2

- (x— R)-«(R,vi)

+ 2 Vtc (9/y —A) J ! flT (9/--h) (

(2R — I — x f

^ y - h )  ‘. (5 , A) d ? .

Si Pon introduit les notations habituelles

(% > y ) — m ax { z/ (# , _y) , o } 

u ~  (x  , v) =  m ax { — ^  (# , y )  , o } 

on aura la décomposition
y  y

(x — R)2
4 ( y — n)

(x —  R ) -« ( R ,t i )  , I

O'-»)8/® sfif.h
e

(* -R )2 
4 0 '—*) (R —-.*)•#+ (R , 7])

~  ( y - V /2
d?)
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où la prem ière intégrale est positive pour R assez grand, tandis que la seconde 
intégrale est m ajorée en module, en vertu de (4 bis) par

y
(* -R )a 
4 O — T]) R — -x

(y — )̂3/2
d 7]

qui tend vers zèro pour R -> 00, puisque

----- 1------->  _ L _ > K

Ainsi, en faisant R ^ o o  dans (io ) nous obtenons

ye (x—r)2

(II) u (x  , y )  A —
4 ( y  — ri)

: f  tc }'y -
du \
W h  = r

(x  —  r)u( r , r} )~
2{y — y\) dv]

+  lini sup
R —>-00

R

2 Et ( y  —  h) J
r

e
(2R— * —

H y ^ r ~  . u ( £ , h ) à Z  •

L ’expression entre les crochets est visiblement une forme linéaire de u\ soit 
F  (u) cette forme linéaire.

On aura
F (*) =  F («+) _  F (u~).

M ais
00

lim F  (« - )  =  +  - , 1 /  (? , h) A l ,
R —>00 2\ -K(y  —  h) J

puisque la seconde intégrale figurant entre les crochets au second m em bre 
de (11), où u  est remplaceé par u~, est majorée, en vertu de (4 bis) et en tenant 
compte de la définition de u~~, par l ’intégrale

R

M
2 Er ( y — h) J

r

e
(2 R — x  — )̂2

Hy-h)  . ^ A l ,

qui tend bien vers zèro pour R -> 00.
E n-ce qui concerne F (u+), rem arquons tout d ’abord que, pour R.

on a

(2 R ^  —  5)2 —  (x  — 5)2 4 (R —  x )2 -— 4 (R —  x) (£ —  x) >  o .
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Done, pour R  >  2 r  on aura
K

I <F 0 +) ==
2 D r ( y  — -A)  

R/2

(*~£>2 (2 R — x — |)2
e  4 ( y — h) ---- e  4 ( y ~ h ) U+ {I , h) à i >

I

5 D r ( y  —  h )

(2 R — x — |) a
g  4 ( y  — h) . ^ 4 ( y  — h) • « + (5 ,v4) d 5 =

R/2
— 4(R  —*)2 — 4 (R — x) ( |  — x) I (x — |)2

I — * ■ Oy-k) l . e ~~4 (y-h) . u + ( £ f h) à i  .
2 D r ( j  —  A)

M ais pour £ <1 R/2 nous avons

4 ( R — a:)2 —  4 ( R — ^ )-(C — x ) >  4 ( R —  x)

d ’o ù

(12) F (u+) ^
2 Dr (9/ — A) 

M ais de (11) il résulte que

R/2
4 (R — x) (x/2) \  /•' (a?--%)2

i ~  * 4('-*>  \- e *<*-*) . «+(£,>£)  d£ .

done T  intégrale

lim sup F (^+) < 4  00
R ->  00

(* —I)2
e  • « + ( ? ,  A)  d $

est convergente. On aura, par conséquence

lim sup F  (u) ;> lim  sup F  (u+)----------- 1
R -> o o  R -4-00 2 Dr ( JK— A)

ou encore, en u tilisant (12), 

lim sup F  (u) ^
R—>00

Done en définitive,

—

e  d £ ,

(43)
2 Dr J

h

2 Dr (jK —A )

ix — r f  
4(4/ — t]) .

+ 2 Kir (9/ —-^)

r

00
f (x —  \

/  e 4 (y  —  j

) J
r

I /  3 u

y  y — y\ I 3?

4 0 ' — *) • 2/  (?

( x  —  r )  - u ( r ,  7])

2 ( y  —  r))',3/2 dv)

où la dernieère intégrale converge absolument.
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3. A ppliquons m ain tenant la formule fondam entale (8) au rectangle 
B' Q' PA, sym étrique de APQB p ar rapport au coté PA. On obtient

0 4 ) 0 = I

4'
C (* — 2 r + R)2

e 4 (y —ri)
2 lA V y  — 7]

3 u \
35 )% — 2r—R

(x— 2 r +  R). u (2r — R , tj)
2 ( y  —  7])

dv]

r  __ (*—?oa 
1 / g M j-rQ

2 J  ]ly —-7)
h

7 \ (* — r) • « ( r , yj) I j
L\ 95 is-r 2 (* -* ])  J d7l

+ 2 VtU ( JK — A) J
2 r—R

f  (*-~^a
/ *  - i< 5 , A) d £ .

A ppliquons encore une fois la mème formule (8) pour le mème rectangle 
B 'Q 'P A , mais au point M " ( x \  avec

x "  =  4 r  —  2 R —  # , _y" =  y  .

II vient

Os) o =

+

r  _  (2 r — R — a:)2

1 * * 4 (j/ —t])  ̂du  ̂   (2r — R —^)-«(2r— R,7])
f j / --yj

(3 r — 2 R — x)2 
4 O' — T))

35 '% = 2 r — R 2(j/ — 7])

\ ($r — 2 R — x) - it {y, 7])
h = r  2 ( y --- 7])

2 Vtc (y  —* A)

y y  ~~ 7]

r (4 r —2 R — x ~ \ f
e . * ( £ ,A ) d £ .

dv)

2 r— R
Retranchbns (15) de (14). On obtient

r  __ {x — rf
('I 6'l o  =  1 /  g \ ( 3u \   (x —  r ) -u ( r , r i )

2 Vn J Vy —  7) 1\35À=>- 2 ( /  — 7)) dv)

dv)

2 1/tu

__ (* — 2 r -j- R)2

e — r1) — 2 r +  R ) .« (2 r— R , 7])
Ky — 7] JK — V] dv]

+ iVn {y—h)

__ (3 ^— 2 R- x f  
e 4 (j/ — ri)

afre ./ Vy— 7)
h

r <* -  )̂a
/ *  4( ^ ) ^ ( ? , ^ ) d ^

2 r - R

 ̂ (3r —-2R —  x)-u(r,Y})
3  ̂ ) \ = r  2 ( j  — 7])

r
( 4 r - 2 R - * - | ) a

dv)

2 1̂ 7T (jj/---A)
' * 2 (y — h) . u g ' f y d t .

2r—R
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U n raisonnem ent analogue à celui qui nous a permis d ’obtenir l ’inegalité (13) 
nous perm ettra, en p artan t de (16), d ’obtenir une nouvelle inégalité. En effet, 
il est facile de voir que la troisièm e intégrale du second m em bre de (16) tend 
vers zèro avec i /R.

Q uant à la seconde intégrale, en posant u  =  u + —  u ~ , elle se décompose 
en une difference de deux intégrales positives. L a seconde de ces intégrales 
tend vers zèro avec i /R.  En effet, en tenant compte de l ’hypothese (4 bis), 
on a

y

2 Lr

(x — 2 r  +  R)a

^  ( x —  2 r - \ - R ) - u  (2r — R  , ri)

V y - y  —  n
dvj

M _e K ( R - 2 r ) \

' {x — 2 r  +  R)2 

e 4{y — v)
v ~ 1 , ,3/2 • O  — +  R) d7]

2 Ftc J  ( y  —  v\) ‘

et le dernier m em bre tend bien vers zèro avec i/R . Ainsi, en faisant dans 
(16), R -> 00 et en négligeant au second m em bre la deuxième intégrale, on 
obtient l ’inégalité

!
1

» 
 ̂

^

1 Y \  far —  r ) - u  ( r  , rj) ‘
dir)

7T J  VjK----7] A 3G = r  2 ( /  —  11)
h

r f
r

r  (4r — 2 R —a

e  * < * -* >  . « ( £ , A ) à l — ì e

2r  — R 2 r — R

( i6 '>

-4- lim sup —
R —>oc> 2 Ì

Notohs par G (u) l ’expression entre les crochets, figurant au second term e 
de la somme précédente. On a

G (u) =  G ([u+) —  G (u~).

En vertu de (4 bis), on aura

r  v -^ )2
(1 6 ” ) lim G (* - )  =  / -----

R ->oo 2 r tc J  \ y  —

4 ( y  — h)
u -  { I , h )  d £ .

Observons m ain tenant que pour

2 r  — R A r
on a

(4 r — 2 R — x  — 5)2 —  { x —  ^ f  =  4 {x —  2 r-\- R)2 — 4 {x— 2 r-\- R)(^r— £) A o ,
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done, pour R suffisamment grand,

(x )̂2
G (u +) ;

2̂ 71 (y  — h) i  (
2 r ~ R

( 4 : r ~ 2 R — x  — £)2

« *<*-*1 —  e *(?-*) . « + ( 5 , A)

zVtc (_y — h)

r
/  2 ( x  —  2 r + :R ) x  \  r  0 ' ~ 5 ) !

• ^ i — « Hy- t )  j - I  e ^~~v> -u + ( Z , k )  d£.
2 r ~ R

On en déduit, en tenant compte de ( i6') et ( i6"), que l’integrale

r (x~ it
e ^y-*> - u + d t h )  d?2^7r (jK — A) ./ 

oo

converge absolum ent. L ’inégalité (ió ')  devient done

(17) o >

(x — r f
4 (y — h)

2 VtT Vy--- 7)
h

+ :Vtt (y  —  h)

du

(x~%r

(x — r)*u (r , 7])
2 O' — 7] ) dv)

* .« ( ^ ,A ) d ? .

En ajou tan t les inégalités (13) et (17) on obtient l’inégalité

+00

u ( x  , y )
(X~ \ f

(18)

valable pour

i^/iz (y  — h)
e . « ( 5 , A ) d 5 ,-

—  o o < r  <  - f  00 ,

l ’intégrale au second m em bre convergeant absolument.

4. D ans le cas p a r tic u la r  x  =  o , y  =  8, la formule (18) devient, en 
tenan t compte que u  — u + +  et en u tilisant l ’hypothèse (4 tó ) ,

+00

i
2 Dr ( y h) „

e
— 00

I2
4(5—̂ ) • I u  (5 , A) I d^ u ( o , S)+,

+00

M
V(8 —A) 7T

£
— OO

_ J ! __
4 (8 — ̂ )

done

(19)

+00

— 00

I2
*<*--*> . [ * ( £ ,  A) | d £ < C ,

31 . — RENDICONTI 1965, Voi. XXXVIII, fase. 4.
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où o ^  h <  § et C est indépendant de h. Ainsi, si dans la formule (io) nous 
faisons R -> 00, nous obtenons

(20 ) (*  » y )

y
'' (x —rf

4:(y — r])

}fy — 7]
du \ (x — r) • u (r , 7})

2 O' — *)) dv]

2 — >
é ( y - ■*> —  lim —V  / e

zy-K Jh

(x — R)2 
i ( y ~ r 1) (x — R) -u (R , 7])

O '-*))3'2
dyj.

Désignons par I(R ) la dernière intégrale. 
On a

r r (x—R ) a

1 I l e  . I R  — x  II (R) | dR  ^  _
1 2Vt' J J 0 -V ))3/2

h r

y  00
r  r  (x — R)2 Ra

i / / I R —  x  \ -e~  + 4 (8 - t i )  _  Ra

| ^  (R , 7]) | tìfy) dR  ^

2 J J (y — t])3/2
h r

e 4 (8 ~ ^  • | ^  (R , 7]) | dv) dR

r ___ *— (
1 \ e  ± ( y - y ) R2 — 2R* R2

■ +  -
R2

W j  ( y - 7]f2 V 7 - \ u(R, J i ) \ dR d i .

M ais, évidem m ent,
R2 — 2 Rx  R2

■ + -I R ---x\-e 4(y — ri) 4(5 —T]> <g Ci <  OO ,

quels que soient

r  ^  R  <  00 , h r\ < i y  .

Ainsi, pour y <C S,

r r ,  1 /? 4(^—1!) 
l ( R ) |d R  ^  - --------s a -d i, <  +  00.

J {y— ’ni

P ar suite, il existe une suite { R ^}, telle que R ^ o o  et que

lim I (R ^  =  o .

M ais, d ’après la formule (20) l im l(R )  existe, done

l i ml ( R)  =  o
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et la formule (20) devient

m (x , y )  = 1

y {x~rf  
4 (j'—'n)

2 Vru .y Vy — v)
d u \  ( x —  r)- u (r,  rf)

=r 2 ( y ----7)) dv]

+  ■iVn (y—h) J
(*—Ì)

-u(Z,h) d£.

5. Refaisons les calculs précédents, en partan t, cette fois-ci non pas 
de la formule (io), m ais de la form ule (16).

On obtient alors
y

(x~r?
±(y—v1)

y  —  7]
I du\ 
\ W k = r ~

(x— r)-u(r, 7)) ' 
2 ( v — n) dv)

2 Vtt ( y  — h) f *

(x — r f
. U (%, h) d£ .

A joutons (21) et (22). On obtient finalement le 
Theorem E I (Théorème de representation)'.
So it u  (oc , y ) une solution de Vequation de la chaleur (1) dans la bande (2), 

continue dans la bande ferm ée  (3), vèrifiant dans cette.. bande Vinégalité (4 bis),

où K  A lors , pour tout

o ^ h  <Cy <  S

on a la form ule  de représentation de Poisson
+ (50
r  (* -d 8

u ( x , y )  =  - = = = /  « *<>-*> • u  ( l ,  h) d£ .
2 VTt(j/— A) J

--- OO

6 . Le théorèm e precedent nous perm et d ’obtenir im m édiatem ent le 
théorèm e d ’unicité énoncé au no. i. Soient, en effet, u i  et « 2 deux solutions
de (1) dans la bande %

(23) — o o < ^ < o o  , o < y  <  Y,

continues sur la bande fermée et telles que

¥1 >y) ìà —  , u% (x  , y )  Sì —  M2 eK2*a,

avec K i , K 2 ,M i , M 2 positifs.
Nous supposons, de plus, que

u \ (x  , o) =  u<l (x  , ó ) ,(24) (—  0 0  <  X  <  0 0 )  .
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Posons K =  m ax { K i , K2 }. En appliquant le théorèm e de représentation
a et à u% p °u r y  <  , nous avons

+ 00

ui (x . y)  =  ( e ■ % (5 , o ) è l ,2 \izy J

{x-iy
(2 =  1 , 2 ) ,

done, en vertu de (24),

u \  (x  >y) ~  (x  > y ) > ( —  o o < x < o o , o < : y < :  — ,

d ’où, par continuité,

ux ix , 4 K M x , T k )'

P ar suite, en appliquant à u\  et à u% la formule de représentation dans
la bande —  00 <  x  <  00 , —l—  <  y  <  —̂7- , on obtient4 K — J  4 K ’

u i (x . y)  =  «2 (x , y )  , (— OO <  * <  00 , O ^  y  <  - ~ j  ■

P ar un nom bre fini de pas, on arrive à l ’égalité

u\ O  » y)  =  «2 (* » 42)

dans toute la bande (23) et cela term ine la dem onstration du théorèm e d ’unicité.
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RÉSUMÉ. — En reprenant une technique utilisée dans le M émoire [3] de Pun des 
auteurs, on parvient à affaiblir sensiblement les conditions de validité de la  représentation 
de Poisson pour le problème de Cauchy concernant l ’équation de la chaleur. Comme consé- 
quencje im m édiate on en obtient un théorème d ’unicité englobant à la fois le théorème d ’uni
cité de Tichonov et celui plus récent de D. V. W idder.


