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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi matematica. — Représentation de Poisson et probléme
de Cauchy pour !'équation de la chalewr. Nota di Miron NicoLEscu
e CrpriaN Foras, presentata @ dal Socio M. Picone.

A M. Le Professeur Mauro Picone. En témoignage de respectueuse
affection a l'occasion de son 80° anniversaire.

1. Dans le Mémoire [3] de 'un des auteurs on a démontré que si % est
une solution de I’équation de la chaleur

2y du
(1) ) B

bl

dans la bande

©) —oo<r<+oo , o<y<<3,
continue sur la bande fermée

(3) —co<xr<+oo , 0=Sy=Ss,
ou elle vérifie en outre la limitation

@) loe (x,y) | = M,

avec

(s) 0o=K <,

alors % est représentée en chaque point (x, ) de la bande (2) par la formule
de Poisson

+00
(x—9°
=_ Y N TI=h .4 Bd
(6) %(x?y> 2VTTJ’—7)/6 %(g’ ) E.v;
quel que soit 4 tel que
@) o= h<y<3.

Un résultat semblable avait été obtenu auparavant par le prof. M. Pi-
cone [4] .

Le théoreme d’unicité qu’on appelle communément théoréme de Ticho-
nov [5] avait été déduit indépendamment par l'auteur du Mémoire [3], en

(*) Nella seduta del 13 marzo 1965.

(1) Le Mémoire cité de M. Picone, & c6té des résultats plus anciens de E. E. Levi, peut
étre considéré comme le point de départ de toutes les recherches ultérieures concernant
I’équation de la chaleur.
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partant de la formule (6) ?). Un théoréme d’unicité dans le demi-plan et
non pas dans une bande mais utilisant la méme condition (4), est contenu
dans le Mémoire cité de M. Picone. Le méme théoréme d’unicité a d’ailleurs
été étendu ces derniéres années & des équations et systémes d’équations para-
boliques trés générales (voir par example [1] et [2]).

Toutefois, le seul résultat zowuvean obtenu pour le cas classique de 1’équa-
tion (1) nous semble bien étre le théoréme de D. V. Widder [6] concernant
I'unicité des solutions du probléeme de Cauchy, qui sont bornées seulement
d’'un seul coté.

Ainsi l'idée de faire dériver les deux théorémes d’unicité mentionnés
d’une proposition plus générale se pose d’une maniere naturelle. Ce travail
est consacré a la résolution de ce probléme. Enoncons tout de suite le résul-
tat obtenu dans cette direction:

THEOREME D'UNICITE: L'unicité des solutions du probléme de Cauchy
pour Uéquation de la chaleur (1) dans wune bande o <y <Y a liew dans la
classe des fonctions vérifiant I'inégalité

(4 &is) u (x,y) > —Mek,

o M et K sont des constantes positivies.

I1 est visible que ce théoréme contient le théoréme d’unicité de 1937 aussi
bien que le théoréme d’unicité de David Vernon Widder.

La démonstration apparaitra comme une conséquence naturelle du fait
que la technique utilisée dans [3] nous permettra d’obtenir la formule de
représentation (6) avec la seule hypothese (4 &7s).

2. Considérons dans le plan Oy le rectangle PABQ de sommets respec-
tifs PO ,»), AR, A2 ,BR ,A2),Q R, ), avec

— oo <7r<R<+ o0 , o<y £9.

Si # est une solution de (1) dans ce rectangle, on a la formule bien connue
de Green

@=rp

u(x,y))_ 1 ¢ 20— /5y (x—»ul,n)
®) 0 s__ 2Vm Vy —n [(9_5.>E=r— 2(y—m) ]dy}
i
/‘ - (x—R)?
‘ 1 e 20— 1oy (x—R)-% (R ,n)
T 2Vr ) Vy—n [<5E_>§=R_ C2(y—) }dn

]

R
© @—p

suivant que le point M (x, ) est dans l'intervalle PQ ou extérieur a cet
intervalle.

(2) Dans le Mémoire cité de 1937 on trouve aussz le théoréme d’unicité pour la demi-bande.
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Appliquons cette formule a M’ (x’, '), ou

¥=2R—=x |, Y=y,
le point M étant supposé dans l'intervalle PQ.
On aura
_ @R—r—ap
o I e 4ly—m) Cu 2R—7r—2x)-u(r,n)
(9) °= 2 VE/ Vy —q {( (13 )E'—*”_ 2(y—m) } d"l]
h

%

T R
bt | o ) e
y

. . @R—x—py
P T e n

r

Retranchons (9) de (8). Il vient

_
(10) u(x,y) = — 2‘1/1-: fe 10— [(Su )g:f— (L—_Qﬂl)] dn

Vy—q L3 2(y —m)
h
¥y
__(ZR—r—xi
1 e Ao—m du (2R—r—x)u(r,n]
+ 2}/1?‘/‘ Vy —n [( 9E>§=r_ 2(y—mn) Jdn
h
7 (x —R)?
_ 14/6“20*7,) F—R)uR,m
2Vr, (r —n)*?
3
R R
S P o= R : B (e
- y—ny . N y— . .
+ =i e w@a— . (5, 4) dg

7

Si l'on introduit les notations habituelles
ut (x,y)=max{u(x,y),0}
w- (x y) = max {— u (x,5), o}

on aura la décomposition

y
@—Ry | (@—Ryp
__1 Tio—y R R 1 Tag—s R ut(R,0) 4
— [ e 35 n — [ € 3/2 1
2:Vﬂ:h (y —ny® 2Vr (y—m)

y

(x —R)? _

— [ mom
2l (y —n)*?

dm,
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ol la premiére intégrale est positive pour R assez grand, tandis que la seconde
intégrale est majorée en module, en vertu de (4 éss) par

J
KR? /° . (x —R)?
Me ™" /e o= . _R=r gy
2lm (y—n?
i
qui tend vers zéro pour R — oo, puisque
1 1
—=—->K.
4(r—m) = 43

Ainsi, en faisant R — oo dans (10) nous obtenons

(x—r)?
Y
(11) w(x,y) = — — /8 T [( a”)gﬂ__ (iw dn

2V ) Vy—q & 2(y—m)
h
R :
li [ BER Pt =) #)d
J— y— .
TR L =h ./e “( B
R
. T J
—_— Y— . .
2lm (y—7h) ¢ w (S, A)ds

v

L’expression entre les crochets est visiblement une forme linéaire de z; soit
F (#) cette forme linéaire.

On aura
F(u) =F (ut)—F ().
Mais
1 R
lim F () = + v:—/e YO=h = (&, ) dE,
R—>o00 2Vr (y —4)

v

puisque la seconde intégrale figurant entre les crochets au second membre
de (11), olt % est remplaceé par %, est majorée, en vertu de (4 bss) et en tenant
compte de la définition de 2z, par lintégrale

R
@R—x—gy
M /[ to—n . K¥qz
2Vn(y =) |

r
qui tend bien vers zéro pour R — co.

En-ce qui concerne F (z+), remarquons tout d’abord que, pour R >§,
on a

CR—x—EP—(@r—E2=4R—22—4R—x)E—x) =o.
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Donc, pour R > 27 on aura

L I G i _ @R—x—¥®
F@ﬁ)_-_mj {e a(v—n __, 4(y—4n) ]u“"(g,h)dg2
R/2
. Tl _ —9° o (2R~—x;)E)‘ »d
[ dy—n 40— Lyt —=
2 V= — ) “e ‘ WA
A

I _ 4(R—2x) —4(R—2x)(E—2) (x —§g)?
- - I —e¢ 4(y—h) e YU—n oyt g /) dg .
2Vm(y—7) ] [ } <A

Mais pour & =< R/2 nous avons

4R—2P— 4 R—2)E—)> 4R —2) %,
d’ou
_ 4 (R —x) (x/2)

=9
I —e¢ 407 )/g AO=0 Lyt (8, ) dE .

7

Flut)>_ Y
(%) Fanz =t
Mais de (11) il résulte que

lim sup F (#*) < + oo
R —>o0

donc l'intégrale
o]

(=8
/e 16—n . cut (B, k) dE

”

est convergente. On aura, par conséquence

-y
llm  sup F(u) = hm  sup F (ut) __V(—T/e Y= (8, k) dE,
2V (y

ou encore, en utilisant (12),

ey
nmsupF(u)g—;__/e Lo=h (8, h)dE.
R—>oc0 - 2Vm (y —%)
‘Donc en définitive,
¥y
(x—r)’
Y 1 o _ E—=n)u@,n)
(13) y—n (93’;) Ry F—T Y|
: =) 7 d
- y—h) .
2me ‘ w (&, Aydn,

ou la dernieere intégrale converge absolument.
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3. Appliquons maintenant la formule fondamentale (8) au rectangle
B'Q" PA, symétrique de APQB par rapport au cb6té PA. On obtient

5
f (x—27r4+ Ry

B . ¢ 4(y—m) du (x—274+R)-u(27—R ,7)
(14) o= oV } Vy—n K R >g=2r—R 2(y—m)
A

dy

¥y

(@—ry?
I e to—m Ou _ E—n)ulr.m)
+er?] Vy—q K@E>2=r 2(y—m) d
P

© (e

_“I_/ O n g8 f) dE
—— | e u(e , .

2VTF(J’—“/1)2J_ ( )

Appliquons encore une fois la méme formule (8) pour le méme rectangle
B’Q" PA, mais au point M" (x”’, ¥”'), avec

' =4r—2R—x , 3y'=y.
I1 vient
*_ @r—R—ap
B I e 4(y—m) du (27—R—x)-u(2r—R,7)
(15) o= T / Vy —u [( 3 )§=2r—R—— 2(y—m) }dy)

_ Br—2R—x)?
I e Lo—m) u (37r—2R—2x)-u(r,n)
+ 2VE] 7 =1 [( 3 >;=r"‘ 2(y—m) ]d”
h

(4r —2R —x—F)?

+z_mj_—h>/; T G AL
2r—R

Retranchons (15) de (14). On obtient

: @—n?
o . t0—m du (x—7r)u(r,n)
(16) 0=z / e e — S
i

LIS
. j . 40—m =27+ R) uer—R.,m) 4
2Vm !

Vy—n y—m
Y3
@7 —2R—ap
1 e 4—m du _ (3r—2R—x)-u(r,n)
Vr / Vy— & )§=r 2(y—) dn
‘ 3
. . : T S
- d(r=n) .4 (E } [ 2(y—17) . , h) dE.
+2V‘n:(y—}z)2_/eR (5, A ds 2Vn(y—h)2fek w3, 4)dt
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2

Un raisonnement analogue a celui qui nous a permis d’obtenir I'inegalité (13)
nous permettra, en partant de (16), d’obtenir une nouvelle inégalité. En effet,
il est facile de voir que la troisiéme intégrale du second membre de (16) tend
vers zéro avec 1/R.

Quant a la seconde intégrale, en posant # = u* — u—, elle se décompose
en une différence de deux intégrales positives. La seconde de ces intégrales
tend vers zéro avec 1/R. En effet, en tenant compte de '’hypotheése (4 bis),
on a

T
. fe 4(y—m) (x—27r+ R)-u= (27— R, %) d <
2V Vy—n F =

_ @—2r 4Ry
M K (R —27)? [e L —m) ( 4 R) d
—— _eK®R—2n* T (x— 27 )
2V (y —mn)p?

et le dernier membre tend bien vers zéro avec 1/R. Ainsi, en faisant dans
(16), R — oo et en négligeant au second membre la deuxiéme intégrale, on
obtient l'inégalité

v

' @—r?
’ A=) /9, (x—7)-u(r,n)
>_L | —
(16') 0= 2ynf vy —1 Kai>§=r 2(y—m) }dn
h

r

- _Ur2Rewg *
+HmSUP’I—“e e '%@,@di—/‘f 1o=w .u<£,/¢>di}'
R —o00 2Vﬂ(y—]z) ; . ; )

Notons par G () l'expression entre les crochets, figurant au second terme
de la somme précédente. On a

G () = G () — G (u).

En vertu de (4 é¢s), on aura

r

6 lim G () = If;ﬁy_f);) ~ (2, /) dg
(167 R'l—?go <%>m21/7? Vy —% w (5,4 )

— 00
Observons maintenant que pour

2r— R SE <7

on a

r—2R—x—E2—(x—E2=4(@x—2r+R2—4 (x—27r4+ R)(x—E) =0,
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done, pour R suffisamment grand,

v

I [ <* o —
GuH)= Lr—h s(r—n Lt >
= 2Vr(y—7) ¢ ¢ )u &, Adi=
2r —R
2

. ( M?(x—?r-!—R)x 4 _ (a,—_gi
_ |1 —¢ 4(3’—5) >.[e 4 (yv—17) .u"‘ ,}l d .
2Vr (y — %) <E’ ) de

J
2r—R
2

On en déduit, en tenant compte de (16") et (16”), que lintégrale

4

(x—¥%)?

- [[W—Th?-m(g,ﬁ)da

2V (y —7)

converge absolument. L’inégalité (16") devient donc

_ (x—p? )
4(y—4) 2 —_— ).
- 1 [e ou o (x—7)-u(r,n)
(17) 0= Ve V= K o€ >g=r 2(y—m) dr
h

4

r (x—¥)?*
Y T iG=n. %) dE .
| w (&, ) dt

— 00

En ajoutant les inégalités (13) et (17) on obtient I'inégalité

+00
_ lx—p
(18) u(x,y>g—.f_—/e =m g (%, k) dE,
V= (y—7) |
valable pour
—oo<r<<F+o0 , o0=Zh<y<3,

I'intégrale au second membre convergeant absolument.

4. Dans le cas particulier x =0,y =3, la formule (18) devient, en
tenant compte que z = u* + u— et en utilisant 'hypothése (4 bis),

+o0 -+00
g g .
_ 1 TG . - M | 7160 . key
2vm'[e |2 (E,2)|dE < u(0,d)+ =L e e £,
donc '
ro
(19) [e— 4O—=h | u (8, k)| dE <C,

31. — RENDICONTI 1965, Vol. XXXVIII, fasc. 4.
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ol 0 </ < 3§ et C est indépendant de /4. Ainsi, si dans la formule (10) nous
faisons R — oo, nous obtenons

_ =
. 1 e 4(r—m) du (;\,’—7’)‘%(7‘,7])
@) w@.)= m./ = (ke = TS 4
%
%/[‘%.u(i 7 dE— lim ! f:— oy BRI R )
Ve (g —7) ’ 2Vr (y —n)*?

Désignons par I(R) la derniére intégrale.

On a
) y oo
__G—Ry
4(y—m) , R—x|
I(R)|dR < ‘_ffe | Ju(R,7)|dndR <
/| ®)] = zV'fc,, (y —n? (R 0)] -
y o
/f i 7o R
I |R—z|-e 4(y—m)  40B—m) S T
— e Wz (R ,n)|dypdR =
3
2Vrrh . (y —m)

[ee]

¥y
—Tx-ﬂT __R?—ZRx R? _ R?
I_/e 5 < /'R_xl'e = TTe—m ., f6—m Ju(R,n)|dR |dy.
2Vrrl; (y —m)

v

Mais, évidemment,

_R_2Re R
[IR—x|-e 40—m  46—m <C;<oo,

quels que soient
r=R<oo |, 2=Zn<y<3.

Ainsi, pour y <3,

CCy e— L=
I(R)|dR = == / d .
r/‘l < )‘ = 2}/7:;‘/ (J’—-"ﬂ)sﬂ n <+ oo

Par suite, il existe une suite {R,}, telle que R, - oo et que
IimI(R,) =o.
Mais, d’apres la formule (20) imI(R) existe, donc

imI(R) = o
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et la formule (20) devient

N CAio
_ . L—m du x—7)u(r,n)
u(x,y) = 2V / Vy—n K@)&r—w d
i

*—¥)
' | Tio=n.
zvm,/" A dE.

5. Refaisons les calculs précédents, en partant, cette fois—ci non pas
de la formule (10), mais de la formule (16).
On obtient alors

. (x—r)?
1 e o (x—7)-u(r,n)
0—2%?/ Vy—n '[(5E_)§=r— 2y—m |9
4

r
(x—7)®

L | t=w.
s R L

— 0

Ajoutons (21) et (22). On obtient finalement le

THEOREME 1 (7%éoréme de représentation):

Soit u (x,y) une solution de I'égquation de la chaleur (1) dans la bande (2),
continue dans la bande fermée (3), vérifiant dans cette. bande linégalité (4 bis),

on K <4—18' Alors, pour tout
0sSh<y <3

on a la formule de représentation de Poisson

+ o0

(=—8°
S S N
u(x,y) 2V7T(y——7)_/e 4 u (8, %) dE.

— 00

6. Le théoreme précédent nous permet d’obtenir immédiatement le
théoréeme d’unicité énoncé au no. 1. Soient, en effet, %1 et us deux solutions
de (1) dans la bande .

(23) L —o<xr<oo , o<y<Y,
continues sur la bande fermée et telles que |
(5] (x’y)—%;Mlele’ y o g (x,y) = — My ek,

avec K1, Ko',M1, M positifs.
Nous supposons, de plus, que

(24) ul(x’o>=u2(x)0)» (—'O°<x<°°)
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Posons K =max {K1,Kz}. En appliquant le théoréme de représentation

A I
a uq et a Uy pour y <4—K, nous avons

+ oo
R
u; (x,9) = _/e O w5, 0)dE, (=1,2),
2Vmy
donc, en vertu de (24),
u (x,y) =wu(x,9), <—00<x<oo,0§y<4—lﬁ>,

d’oli, par continuité,

1 ( I
%y x’Z—K— = Uy ?C,ﬁ-
Par suite, en appliquant a #1 et & #s la formule de représentation dans
1 2 .
la bande —oo<x<oo,ﬁ§y <4_K’ on obtient

me, 9 =wm@,y), (—eo<xr<eo,0=y< il
Par un nombre fini de pas, on arrive a ’égalité

u (x,y) =uy(x,)

dans toute la bande (23) et cela termine la démonstration du théoréme d’unicité.
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RESUME. — En reprenant une technique utilisée dans le Mémoire [3] de 'un des
auteurs, on parvient a affaiblir sensiblement les conditions de validité de la représentation
de Poisson pour le probléeme de Cauchy concernant I’équation de la chaleur. Comme consé-
quence immédiate on en obtient un théoréme d’unicité englobant a la fois le théoréme d’uni-
cité de Tichonov et celui plus récent de D.V. Widder.



