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Magnetoidrodinamica. — Moto lento stazionario magnetodinamico 
di un liquido viscoso elettricamente conduttore in un involucro sferico. 
Nota I I  n  del Corrisp. C a t a l d o  A g o s t i n e l l i .

1. In questa seconda Nota, partendo dalle-equazioni stabilite nella N ota I 
per il moto lento stazionario di un liquido viscoso, elettricam ente conduttore 
contenuto in un involucro rigido sferico e im m ersa in un campo m agnetico 
uniform e, dim ostro in tan to  che la velocità delle particelle fluide soddisfa 
a u n ’equazione differenziale del 40 ordine che è la stessa di quella alla quale 
soddisfano il vettore vortice e il vettore densità di corrente di conduzione.

Successivam ente mi propongo di determ inare la velocità delle particelle 
fluide e il campo m agnetico indotto in un punto interno alla sfera, essendo 
assegnati in m odo qualunque i loro valori sulla superficie. L a questione viene 
rido tta  alla risoluzione di due equazioni funzionali, dopo di ché risulta deter­
m inata  esplicitam ente anche la pressione.

Nel caso particolare in cui il coefficiente di viscosità del fluido e il coef­
ficiente di diffusività m agnetica sono sufficientemente grandi da poter trascu ­
rare  i term ini di ordine superiore al 20 rispetto ai loro inversi, la soluzione 
del problem a viene o ttenuta esplicitam ente m ediante integrali definiti.

Se poi l ’involucro sferico in cui è contenuto il fluido è anim ato da un moto 
di traslazione uniform e e di un moto rotatorio  assiale, pure uniform e, allora, 
poiché il liquido aderisce alla parete dell’involucro, ed ha ivi la stessa velocità 
le form ule o ttenute si semplificano notevolm ente.

2. Come abbiam o visto nella N ota I, le equazioni del m oto lento s ta ­
zionario di una m assa liquida elettricam ente conduttrice, im m ersa in un 
icampo m agnetico uniform e H o, nella cui direzione abbiam o scelto l ’asse
e soggetta a forze di m assa che derivano da un potenziale U , si riducono alle 
seguenti

( O  M 2 V  =  grad  ( A  —  U +  — V* —

(ij) div v — o

X )  Y]A2 h =  — ~

(id) div k  — o ,

dove I i simboli hanno il significato ivi indicato.

(*) Presentata nella seduta del 13 marzo 1965.
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Prèndendo la divergenza di am bo i m em bri dell’equazione ( i a), in v irtù  
della (ij) e (id)  si deduce

A2 (-A _ U  +  V f A , ) = o ,

e quindi la funzione

(2) n = A _ u  +  v l h ,
Po

è arm onica. Ne segue che se si applica il A2 di Laplace ed am bo i m em bri 
della ( i j ,  e si tiene conto della ( i tf), si ha che la velocità v  delle particelle 
fluide soddisfa alla seguente equazione alle derivate parziali del 40 ordine

(3)
V

A2 A2 v  = kr\ dz2

che è la m edesim a alla quale soddisfano il vettore vortice e il vettore densità 
di corrente di conduzione.

3. Ci proponiam o di determ inare ora, in questa N ota II, la velocità 
v delle particelle fluide e il campo m agnetico indotto h in ogni punto interno 
al volum e S occupato dalla m assa fluida, nel caso in cui il m oto avviene 
in ternam ente ad un involucro sferico rigido di raggio R, anim ato di un dato 
m ovim ento, essendo assegnati i valori vG di v e ha di h sulla superficie cr della 
sfera. Poiché si tra tta  di un liquido viscoso ed esso bagna le pareti dell’invo­
lucro che lo contiene la velocità va nei punti della superficie cr sarà uguale 
a quella di cui è anim ato lo stesso involucro.

Osserviam o che in virtù  del teorem a della divergenza i valori va e hG 
della velocità e del campo m agnetico indotto, assegnati in superficie, devono 
verificare le condizioni

j vG X n da =  o , j hGX n da =  o ,
o o

dove n  è il il versore della norm ale a cr.
Ciò premesso incom inciam o a considerare il sistema

(41) M 2 u =  g rad  II , (in S),

(42) u =  vG , (sopra cr).

Indicando con v± il vettore armonico in S e che su a coincide con vG, poniam o 

(S) u  — v i +  (p2 —  R2) grad 9,

dove p è la d istanza di un punto  P dal centro O della sfera e 9 è una funzione 
arm onica da determ inare. Si ricava dalla (5)

U =  A2 [(p2 — R2) grad  <p] =  6 grad  cp +  4 p =  grad (2 9 +  4 p ,
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e quindi, per la (41),

grad (2 9 +  4 p ^  =  - g r a d  I I , 

da cui, a m eno di una costante additiva, che non ha influenza, si ha

(6) 2cp +  4 p

M oltiplicando am bo i m em bri della (6) per ™ p 1/2, essa si può scrivere 

- ( P1/29) =  ^ P- ^ n

da cui
Q

(7) 9 = 7 ^ P ~ 1/2 J V 1/2II4>
0

e questa funzione al pari di II è armonica. In tal modo è determ inato il vet­
tore u  in funzione di II;

Se ora indichiam o con w  il vettore tale che

(8) kà.2 zv =  —  V i  —  , (in S) ; zv =  o , (sopra a ) ,

è chiaro che sarà

(9) v =  u  +  zv =  v i  -f- (p2 — R2) grad 9 +  w,

poiché, così facendo, per le (4) e (8) risulta verificata la (1 a) e la condizione in 
superficie v  =  v G .

Il vettore armonico ©1 per la formula di Poisson è dato da

 ̂ J ' PMa

m entre il vettore zv, definito della equazioni (8), è espresso dalla relazione

P O  w (P) = ̂ j G.(P,M)^-dSM ,
s

dove G (P ,M ) è la funzione di Green per la sfera, già considerata nella N ota I.
Occorre ora elim inare dall’espressione di 9 la funzione II. Prendiam o per 

questo la divergenza di ambo i mem bri della (9). Poiché div v — o, si ricava

( I2) 2 p — - =  —  div (vi +  zv) .

Il prim o m em bro di questa equazione si annulla nel centro della sfera. 
Occorre verificare che anche il secondo m em bro si annulla. Questo secondo 
m em bro e, come il prim o, una funzione armonica, ed è noto che il valore
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di una funzione arm onica nel centro di una sfera è uguale alla m edia dei 
valori nell’interno della sfera. B asta allora verificare che

div (vi +  w) d S  =  J (t»i +  w) x  n da = o .

Poiché w  si annulla su a, e su a è J v x X n da =  J v a X n da =  o , l ’equazione
O G

precedente risu lta verificata.
D alla (12), integrando, si deduce, a meno di una costante additiva che 

si può supporre nulla,
e

C13) ? (P) =  —  ~  j  — divp (v! +  zv) dp .
0

Sostituendo nella (9) abbiam o
e

( 14) v  (P) =  v i +  w  +  — (R2 —  p2) gradp J — divp (t?i -f- zv) dp ,
0

dove i vettori v i e zv sono rispettivam ente espressi dalle (io) e (11). D alla (6), 
avendo riguardo alla (12) e alla (13), ricaviam o inoltre

Q

n  — —  2 k  d iv  (v± +  zv) —  k j — d iv  (vi -fi zv) dp ,
ci

e quindi per la (2) abbiam o la pressione
Q

C15) —  =  U  —  V 2a hz —  2 k  div (vi +  zv) —  k j — div (v± +  zv) d p .
(T

4. Per la determ inazione del campo m agnetico indotto h, di cui è asse­
gnato il valore ha in superficie, abbiam o ora le equazioni ( i c) e ( id). Poniam o 
per questo h  — h i  +  h 2 , con h i  vettore armonico che sulla superficie a sia 
uguale ad hG, ed h% soddisfacente al sistema

06 ) A2 h% =  —  — , (in S) ; /*2 =  o , (sopra a ) .
R isulta ,

c»)  ̂ J rPM

(18)

e quindi

k 2 (P) = 47T7)
s*

G (P , M) ■ d Su

( 19) * (  P) =
R2 — p2 

4 tuR
ha (M)

r 3P̂M
^ GM +

I
4TU7] G (P ,M ) dv (M) 

dZi d  sM •
S
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Sostituendo la (19) nella (11), e ricordando la form ula di trasform azione (16) 
della N ota I, abbiam o

(20)
V'

• » (p > =  ^  G (p 'M >7
a

cZi
Pi

47iR
ho (Q)

rMQ
dar. dS-M Jr

+
vi

8 7zkr\ G (P , M) • (si —  z) — - ^ S M

Ponendo quindi nella (14) in luogo di zv l ’espressione (20), si ha u n ’equa­
zione funzionale in cui è incognita la sola velocità v, la quale viene così defi­
n ita  per mezzo dei valori va di v, e hG di h in superficie. D eterm inata la velo­
cità v  la (19) fornisce senz’altro il campo magnetico h, e la (15) dà la pressione p<

5. Nel caso particolare in cui il coefficiente di viscosità k  e il coefficiente 
di diffusività m agnetica v) siano sufficientemente grandi da poter trascurare 
i term ini di ordine superiore rispetto a i/(/b)), si può porre

v ;
(2I) ^ ( P ) = 7 ^ j G ( P , M ) ^

s

+ 8s4G<P'MH«-«^r

Rz —
47tR' ‘ t e * .

fivIQ
-fi

» i(M )+ 4 (R 2— pi)gradai j  j ^ d i v M v i - d p i
0

</SM •

dove v i  è ancora espresso dalla (io). Sostituendo questo valore di w  nella 
(14), si ha esplicitam ente il vettore velocità v  espresso per mezzo dei dati 
in superficie.

Inoltre, ponendo per sem plicità

(22)1 «01 (P) =  G (P , M) dzi

Rz Pi
4 ttR

ha (Q)
r 3r MQ

VcT„ d  Sa,

dalla (19) nel caso considerato si ricava

(23)

Qi+  f a  (P , M) [«,! (M) +  X  (R2 -  p?) gradM f  ̂  divM ci
s

+  | g ( P , M )  3

fi­

lò^2 kt\ dzi v n  (M) +  — (R2 • pf)
e

g radM j divM tui
Pi

<^Sm ,

che esprim e esplicitam ente il campo m agnetico indotto per mezzo dei dati 
in superficie.
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Se Tinvoluero sferico in cui è contenuta la m assa liquida è dotato di un 
moto traslatorio  uniform e con velocità Vo costante e di un moto rotatorio  
assiale pure uniform e, con velocità angolare costante £2 o , allora risulta

v± (P)_= Vo +  i2o A ( P — O) , div v i  =  o, 

e le formule precedenti si semplificano notevolm ente.

SUMMARY. —  In  this second paper the author again considers the slow steady motion 
of a viscid and electrical conducting fluid, in a m oving spherical rigid envelope, plunged in a 
uniform m agnetic field.

F irst he shows tha t the velocity of the fluid particles verifies the same differential equation 
of the fourth order wihch is satisfies by  the vortex vector and the conductive current. A fter 
he attends to determ ine the velocity of the fluid particles and the inducted magnetic field in 
a point w ithin the sphere when theirs values are however assigned on the surface.


