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Presiede 1/ Presidente BENIAMINO SEGRE

NOTE DI SOCI

Analisi matematica. — Swu//’approssimazione tayloriana di una
Junzione di variabile reale mediante polinomi trigomometrici o iper-
bolici. Nota ©® del Socio Mauro Picone.

Designando 7z un numero intero, positivo o nullo, siano dati due insiemi
F e G, rispesttivamente, di funzioni f(x) e g (x) della variabile reale x, en-
trambe di classe #z in un intervallo (a', 2”") dell’asse reale x, ciog, continue,
in tale intervallo, con le loro derivate fino a quelle incluse d’ordine 7. Dird
che una funzione g (x) di G & wun’approssimazione tayloviana, di rango n, di
una funzione f(x) di F, con punto di riferimento nel punto xo di (x',x""),
se sussistono le 7z + 1 eguaglianze:

d* a*
1 A ] A S S PR}

dx*

Tale approssimazione ¢ studiata fin dagli elementi se G ¢ l'insieme dei
polinomi interi. Nel caso che f (x) sia — in particolare — di classe » + 1 nel-
I'intervallo («', ") e g, (x) sia il polinomio intero di grado 7, di approssi-
mazione tayloriana di rango #, della f(x) col punto di riferimento xo, per
Perrore d’approssimazione f (x) — g, (x), si ha, com’¢ ben noto, la formola:

0 @) —g, (@) = |G IS g

! F1
n! agr+

X

(*) Presentata nella seduta del 13 marzo 1965.

29. — RENDICONTI 1965, Vol. XXXVIII, fasc. 4.
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Non mi risulta che sia stata mai considerata — prima della mia Nota dal
titolo: Sulla matrice risolvente di un sistema normale di equazioni differenziali
lineari, ordinarie, con la variabile indipendente reale V' — 'approssimazione
tayloriana di una funzione f (x) mediante polinomi trigonometrici, cio¢ 'appros-
simazione tayloriana di una funzione f (x) di F, con una funzione g (x) dell’in-
sieme G di funzioni descritto dal polinomio trigonometrico d’ordine 7:

g (@) = ay+ 2 (a,cos kx + b, sen kx),
ps}

al variare, comunque, dell’ordine # e dei coefficienti Qy,a1,a2, -+, a
b1,b2,---,0,.

Al n. 4 della citata mia Nota, & dimostrato, in proposito, il teorema se-
guente.

L. Supposta la funszione f(x) di classe 2n+ 1, comunque si fissi il punto
xog nell’intervallo (x',x""), esiste sempre uno ed un solo polinomio trigonome-
trico d’ordine n, d’approssimazione tayloriana della f(x), di rango 2 n, col
punto di riferimento nel detto punto x,, e, posto

n )

T U@ =2 I+ 2) 7 @),

k=1

per Lerrove d’approssimazione f(x)—g, (x), si ha Didentita:

@) () — g0 (@) = f on (v, BT, Lf (B)] dE,

Xo

ove, per ogni punto & dell'intervallo (x',x"), ¢, (x, %) designa la soluzione
dell’equazione differenziale d’ordine 2n + 1:

d yoy(d
6 T, ()= g7 [ (Ga+ #)u = o,

£=1
verificante le condizions:

of =0, per i=0,1,.--,2n—T1,
@ —,.pn<z,a>§ a
dx =1, per 7= 2n.
La Nota presente ha lo scopo di far conoscere 'ulteriore teorema seguente.
IL. Per il nucleo o, (x, &) dell'integrale al secondo membro della (2), vale
Uidentita.
. o 22n xr — E 2n
(5) on (v, )= TN (sen —é_) )
e pertapto, per lervove f (x) — g, (x) col quale, il polinomio trigonometrico d’or-
dine n, approssima taylorianamente, con rango 2 n e con punto di riferimento x,,

(1) Questi «Rendiconti», vol. XXXVIII della Serie VIII, fasc. 1 (Gennaio 1965).
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la funzione f(x), di classe 2 n+ 1, si ha [lidentita.

X

. 2n —F\22
© £ @) =g, @) = g [ (sen =55 T 17 1 .
Dimostrazione. — Essendo I'equazione (3) a coefficienti costanti,

la sua soluzione verificante le condizioni (4) ¢ data dalla soluzione p, (x),
della stessa, verificante le condizioni:

»  |mew)]

sostituendovi ¥ — £ in luogo di x. Le indicate condizioni verranno verificate
dalla g, (x), se questa & infinitesima con x, e, rispetto a questa, d’ordine 2 7.
Deve, pertanto, aversi

®) on (1) = gy sen 27,

=o0, per Z=0,1,---,2n—1,

=1, per Zi=2mn,

con ¢, funzione da determinarsi, non nulla per x = o. Assunta ¢, costante
non nulla, si ottiene, con la (8), una soluzione della (3), caratteristica dei poli-
nomi trigonometrici d’ordine 7, poiché, essendo

x\2n I
(sen 7) =, (1 —cosx)*,

ne segue che la funzione g, (x), data dalla (8), con ¢, costante, ¢ un polinomio
trigonometrico d’ordine #, privo dei termini contenenti i seni dei multipli
di x. Assunta ¢, costante, si dimostra poi subito, per induzione, che, per
i<wn—1, si ha:

a* o, 2n(2n—1)---(2n—27 -+ 1) x\2n—2% 94

a2t =G N » (sen —2—) +G£z ;)<x>’ )
it 2n(2n—1)---(2n—27) x\2n—2i—1 X 911
= 0 o <se —) cos 7~{— 6@+ (x),

essendo o®9 (x) e o?+D (x), infinitesimi con x, d’ordine, rispetto a z, il
primo non inferiore a 2 # — 2 7-42 ed il secondo non inferiore a 272 — 2 7} 1.
Risulta, pertanto,
dzr—1 on 27 (2n—1)---2 x x on—1
— =g, ———————"sen=-cos = + @D (x),
;,ldx2n—-1 2272—1 2 2 n
essendo 6@#—1 (x) infinitesimo con x, d’ordine, rispetto a x, non inferiore a

tre. Ne segue:

d?”—1,, (27)! 9n 1
e O A O
d®” o, (27)! d 6.
dZZn :q” 22n COSx'{—aGi” )<x>’
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e quindi che sono verificate le (7) se e soltanto se si assume

22%
In = el

donde la tesi.

In quanto precede f(x) puo rappresentare anche una matrice ed essere,
in particolare, una funzione complessa e dal Teorema II si deduce il seguente.

I11. Designato con M, (x¢ , x) ¢l massimo del modulo di T, [ f (x)] nell'inter-
vallo coi punti terminali xo ¢ x, per lerrore f (x) — g, (x), col quale il polinomio
trigonometrico g, (x) d'ordine n, approssima taylorianamente la funsione f(x),
con rango 2 n e con riferimento nel punto x,, sussiste la limitazione

|2 — x|
©) | f () —g., (x)‘éan@o,x).
Dimostrazione. — Si ha:
senx;a‘ < Ixzil .

Ne segue che:

IV. Se lampiezza dell'intervallo (x',x"") non é inferiore a 27 ¢ non vi
esistono punti x per i quali riesce f(x + 2 7) = f(x), in ogni intervallo, con-
tenuto nzll'intervallo (&, x""), di ampiesza non inferiove a 2 w, devono esistere
punti x per ¢ quali riesce:

)2 n41

s (x’—xo
Llinoo NTEEIn M, (%, x) > o.
Dimostrazione. — Se, nell'intervallo (§ , %), di ampiezza non

inferiore a 2w, contenuto nell’intervallo (#, x”), risultasse, comunque vi si
assuma il punto x,

lim &%
7o (272+ 1)!

M, (xo,x) =0,

seguirebbe, dalla (9), per x e )c—i— 2 © punti del detto intervallo,
lim ¢, (%) =/ (%),

lim g, (x +2=w) = lim g,(x) =f(x 4+ 2 =),
n—> o 700
e quindi f (x + 2 ©) = f (x), contro l'ipotesi.

E notevole la circostanza che, in entrambe le formole (1) e (6), che for-
niscono 'errore dell’approssimazione tayloriana di una funzione f(x) con
polinomi interi o con polinomi trigonometrici, il nucleo dell'integrale a se-
condp membro sia positivo. Cid ha di conseguenza il teorema, analogo
a quello dell’approssimazione tayloriana con polinomi interi:

V. Se f(x) é una funzione reale, di classe 2 n + 1 nell'intervallo (x' ,x'")
e g, (x) é il polinomio trigonometrico, d’ordine n, che approssima taylorianamente
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la f(x), con rango 2 n e con riferimento nel punto xy, esiste un numero reale 0,
positivo e minore di uno, per il quale si ha:

x

(10) F ) =g, @) =2 [ (sen 255" a5 T 17 (o),

o

N = xg + 0 (x — xp).
Rinunziando ad enunciare i notevoli teoremi che possono dedursi dalla
(10), mi limiterd a osservare quanto segue.
Comunque si assuma la funzione ¢ (x), di classe 2 # 4 1 nell’ intervallo
(&, 2""), la funzione

x

g (x) =9 — %f (sen r—%

%o

J "o @1 4,

¢ un polinomio trigonometrico d’ordine 7 per il quale riesce:

[dqf ___.[dq?] G=o0,1,--,2n).
| dx’ x=2x, dx* x=1x,

Si ha, invero,

X

l i; J(sen x—t

%o

J'Tle@e =0 =01, 2m

%= 2%,

x

nw@n=nw@y4ﬁé%f@nﬁﬂ

Xo

" T le @1 a2 =0

donde il teorema:

VI. Data la funzione f(x), di classe 2n + 1 nell'intervallo (', "), il
polinomio trigonometrico g, (x) d’ordine n, d’approssimazione tayloriana della
S (%), con rango 2 n e punto di riferimento x, ¢ dato dalla formola

x

£ () = ¢ () — 2y [ (sen 25 T, e 9] 02,

%o

ove ¢ (x) ¢ un'arbitraria funzione, di classe 2 n + 1 nell'intervallo (x', %),

per la quale si ha:
a* d*
[dxf“x=x =[dxfilx—x (,é:O’I’~",2%>.

Indicando con f® (x) la derivata d*f/dx*, posto
2n

o (x) = ;0 (x") (x

si ha, dunque,

x

x—xo) . (22:)1! ](sen x:E) n[(g—xo) ]daé

%o

6@ =3 /)
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Il polinomio trigonometrico, d’ordine 7,

X

(#— o)t 22 —E\2n (E—xo)*
o = 558 e 2 [,

%o

verifica le condizioni:

, Fl ,
(12) Fﬁg@]z

ox

0, per i=F£,
1, per 7=~#%,

(k=o,1,---,2n),

e pertanto ¢ la soluzione dell’equazione differenziale T, () = o, determinata
dalle condizioni (12) prescrittele nel punto x,. In forza della costanza dei coef-
ficienti di tale equazione, T'indicata sua soluzione si ottiene da quella, che
indicherd col simbolo g,, (x), verificante le condizioni:

dig”k(x) o, per Z‘:i:é,
(13 L) _

. k=o0,1,--
dz’ 1, per i=k¢k, ( 27,

sostituendovi x — %, in luogo di x». Si ha dunque il teorema:

VII. Designato con g,,(x) (k=0,1,---,2n) il polinomio trigonome-
trico d’ordine n, verificante le condizioni (13), il polinomio trigonometrico g, (x),
d’ordine n, approssimante taylorianamente la funzione f(x), di classe 2n + 1,
col rango 2 mn e col punto di riferimento x,, é dato dalla formola

2n

(14) &, (%) EE J® () gz (x — 7).

k=0

Dei polinomi trigonometrici g,, (x), individuati dalla coppia di indici
7 e k, puo esser fatta una preventiva tabulazione, la quale, ove fosse estesa
a valori di 7 abbastanza alti, consentirebbe I"immediato impiego, nelle applica-
zioai, della considerata approssimazione tayloriana. Si osservi che g,o(x) =1,
talché la (14) pud anche scriversi:

2
(15) &n () = f () +1§1 S® (%) g (¥ — %) -

Ovviamente, se la funzione f (x) fosse periodica e di periodo ®, conver-
rebbe sostituire al considerato insieme G, quello G costituito dai polinomi
trigonometrici:

g9 (x) = ay + Z {ak cos (éz;)’i x) + &, sen (é ZTT: x)] .

L’errore d’approssimazione sarebbe allora dato dalla formola

x

(16) f@~wwzﬁWmmwmm&

Xo
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con

o0 (2, 8) = 5 2 sen%(x—i)rn

U@ = e (& +(25)) s

Sussiste la maggiorazione, data dalla (9), dell’errore, rappresentando
M, (%, , %) il massimo modulo di T [ £ (x)] nell'intervallo coi punti terminali
xy ¢ x, ed & interessante osservare che, al tendere di ® all’infinito, la (16)
tende alla (1) ove vi si sostituisca # con 2 7.

Le cose dette, fatta eccezione per i teoremi IIT e IV, possono ripetersi
anche per 'approssimazione tayloriana di una funzione di variabile reale x,
mediante polinomi iperbolici, la cui totalith G & descritta dalla funzione

g (¥) = ag + X, (a; cosh &x + by senh £x),
=1

al variare, comunque, dell’intero = (ordine del polinomio) e dei coefficienti
@, a1,a2, &, 01,03, --,b,. Posto, per una funzione f(x), di classe

2n 41,

H, [/ ()] =4 ] ” (fxz—ﬁ”) 7@,

sussiste il teorema:
VIIL. Per lerrove f(x) —g, (%), col quale il polinomio iperbolico d’ordine
n, approssima taylorianamente, con rango 2n ¢ punto di riferimento xy, la fun-
zione f (x) di classe 2n + 1, si ha lidentita
2 n s
f @) —a ) = gy [ (senh 25

%o

S, @) £

Posto, per ogni intero 7,

x

(17) gnk<x)5fléi!_(2i;!f<senh xjg)ann (%)da’

Xo

(f=o0,1,...,2n)

si ha, in tale funzione g,; (x), un polinomio iperbolico d’ordine 7, verificante
le condizioni:

0, per i==£,

I, per i==#k,

e il teorema:

IX. 11 polinomio iperbolico g, (x), &’ ordine n, approssimante tayloriana-
mente la funzione f (x) di classe 2n + 1, col rango 2n e col punto di riferimento
%y, & dato dalla (15), ove g,,(x) (=0,1,2,---,2m) é ¢l polinomio iper-
bolico definito dalla (17).



