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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, m atem atiche e naturali

Seduta del io  aprile 1965 

Presiede il Presidente B e n i a m i n o  S e g r e

N O T E  D I  S O C I

Analisi matematica. — SulVapprossimazione tayloriana di una 
funzione di variabile reale mediante polinomi trigonometrici o iper­
bolici. Notg,(*} del  Socio M a u r o  P i c o n e .

Designando n  un num ero intero, positivo o nullo, siano dati due insiemi 
F  e G, rispesttivam ente, di funzioni f  (x) e g  (x) della variabile reale x, en­
tram be di classe n in un intervallo (V, x")  dell’asse reale x, cioè, continue, 
in tale intervallo, con le loro derivate fino a quelle incluse d ’ordine n. Dirò 
che una funzione g  (x) di G è un'approssimazione tayloriana , d i rango n, di 
una funzione f i x )  di F, con punto d i riferimento nel punto xo d i (xf , x " ) y 
se sussistono le n +  1 eguaglianze:

[d V d kf
dxk X —x 0 dxk

(k = O ,1

Tale approssim azione è stud iata  fin dagli elementi se G è l’insieme dei 
polinomi interi. Nel caso ehe /(V )  sia — in particolare -  di classe n 1 nel­
l’intervallo (V, x" )  e g n (x) sia il polinomio intero di grado n, di approssi­
mazione tayloriana di rango n, della f  (.x) col punto di riferim ento x o , per 
l’errorè d ’approssim azione /  ( x ) — g n (x), si ha, com ’è ben noto, la formola:

( 0 /  ( x )  — g n  ( x )  = n !
d n+if
d?»+i à i .

(*) Presentata nella seduta del 13 marzo 1965.

2 9 . — RENDICONTI 1965, Voi. XXXVIII, fase. 4-
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Non mi risulta che sia stata  mai considerata -  prim a della m ia N ota dal 
titolo: Sulla  matrice risolvente d i un sistema normale d i equazioni differenziali 
lineari, ordinarie, con la variabile indipendente reale (1) -  l ’approssimazione 
tayloriana di una funzione/(A ) m ediante polinomi trigonom etrici, cioè Lappros­
simazione tayloriana di una funzione f  (x) di F, con una funzione g  (x) dell’in ­
sieme G di funzioni descritto dal polinomio trigonom etrico d ’ordine n:

or
g  (x) =  a0 +  2  (ak cos kx  +  bk sen kx) , 

k = 1

al variare, comunque, dell’ordine n e dei coefficienti a0 , a i , , • • •, an ,
b 1 , <̂2 > * ■ * ? bn .

Al n. 4 della citata m ia Nota, è dim ostrato, in proposito, il teorem a se­
guente.

I. Supposta la funzione f  (x) d i classe 2 n-\~ 1, comunque si f is s i  i l  punto  
x 0 nell'intervallo (x , x") ,  esiste sempre uno ed un solo polinomio trigonome­
trico d'ordine n, d'approssimazione tayloriana della f  (x), d i rango 2 n, col 
punto d i riferimento nel detto punto x 0 , e, posto

per Verrore d'approssimazione f  ( x ) — g n (x), si ha l'identità:

(2) /  (*) — g n 0 )  = J P n ( x , Z )  T n [ f  (?)] d? ,
Xo

ove, per ogni punto  i; dell'intervallo (oc , x" )  , pn (oc , Q designa la soluzione 
dell'equazione differenziale d'ordine 2 n  +  1 :

verificante le condizioni:

(4)
dx

La N ota presente ha lo scopo di far conoscere l ’ulteriore teorem a seguente. 
II. P er i l  nucleo pn (x  , Q dell'integrale a l secondo membro della (2), vale 

V identità:
( Z \  /  ?;\ . 22 ^ (  X  —  ? \ 2»
( 5) i n i * ,  •

e pertanto, per Verrore f  (x) — g n (x) col quale, i l  polinomio trigonometrico d 'or­
dine n, approssima taylorianamente, con rango 2 n e  con punto d i riferimento x 0 ,

per i — o , 1 , • • •, 2 n — 1, 
per i =  2 n .

(1) Questi «Rendiconti», voi. X X X V III della Serie V ili ,  fase. 1 (Gennaio 1965;.
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la funzione f  (x), d i classe 2 n  fi- i, si ha V identità:
X

(6) /  (x) — g n '(*) =  J (  sen X  [ /  © ]  d? .
X0

D i m  o s t r  a z i o n e .  -  Essendo l’equazione (3) a coefficienti costanti, 
la sua soluzione verificante le condizioni (4) è data  dalla soluzione Pn (X), 
della stessa, verificante le condizioni:

( 7)
x—0

per i  =  o , 1 , • • •, 2 n — 1 , 
per i  =  2 n ,

sostituendovi x  —  i; in luogo di x.  Le indicate condizioni verranno verificate 
dalla pn (x), se questa è infinitesim a con x,  e, rispetto a questa, d ’ordine 2 n. 
Deve, pertanto , aversi

(8) p„ (x) =  ?B(sen — )2” ,

con qn funzione da determ inarsi, non nulla per x  =  o. A ssunta qn costante 
non nulla, si ottiene, con la (8), una soluzione della (3), caratteristica dei poli­
nomi trigonom etrici d ’ordine poiché, essendo

/ X\%n I , sIse n —) =  — (1 — cos*)*,

ne segue che la funzione pH (x), data  dalla (8), con qn costante, è un polinomio 
trigonom etrico d ’ordine n, privo dei term ini contenenti i seni dei m ultipli 
di x.  A ssunta qn costante, si dim ostra poi subito, per induzione, che, per 
i  f f n  —  1, si ha:

d2i pn 2 n (2 n — 1) • • • (2 n — 224-1) /  x \^n=     (sen T ) 2 i
+  OV^CX);

d2 1 + 1 pn _ 2 n (2 n — 1) • • • (2 n — 2 i)
~ d ^ Ì q '1 1 22i+1

Xsen —
2,

,2 n
cos — +  cĵ 2* + b (x),

essendo or̂ 2*) (x) e cjj^+b (x), infinitesimi con x,  d ’ordine, rispetto a x,  il 
prim o non inferiore a 2 n  — 2 i-f-2 ed il secondo non inferiore a 2 n —  2 i-\- 1. 
R isulta, pertanto,

dx
1 p n  2 n'(2 n — !)• • -2 X  x  \ /  \■-----z =  qn ----— ---- f ----- sen — cos------b a ^n ~  b fx) ,I n—1 2» 2 n — 1 o o 1 n \ / ’

essendo cr̂ 2w~ b  (x) infinitesimo con x, d ’ordine, rispetto a x> non inferiore a 
tre. Ne segue:

d P" =  9 h Sen X+  G(n “_1) ’(*) ’dx*

d2” pn 
dx2n

(2 n) ! COS#+ fx)  ,dx n K J
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e quindi che sono verificate le (7) se e soltanto se si assume

_  22*
~  (2 n) ! ’

donde la tesi.
In  quanto precede f  (oc) può rappresentare anche una m atrice ed essere, 

in particolare, lina funzione complessa e dal Teorem a II si deduce il seguente.
III .  Designato con M n (xo , oc) i l  massimo del modulo d i T n [ f (x)]  nell'inter­

vallo coi p u n ti term inali xo e x, per Verrore f  (x) — g n (oc), col quale i l  polinomio 
trigonometrico g n (pc) d'ordine n, approssima taylorianamente la funzione f  (oc), 
con rango 2 n e  con riferimento nel punto x 0 , sussiste la lim itazione

(9) I/ O ) - g n  (*) I !* =  v i i r -  M *(*o  -*)•

D i m o s t r a z i o n e .  — Si ha:

sen -• - S

Ne segue che:
IV. Se Vampiezza delVintervallo (x , x " )  non è inferiore a 2 tu e non vi 

esistono p u n ti x  per i quali riesce f  (oc +  2 n) = f  (x), in  ogni intervallo, con­
tenuto m lVintervallo (x , x") ,  d i ampiezza non inferiore a 2 tc, devono esistere 
p u n ti x  per i quali riesce:

lim" (x — x0 f n+1 
(2 n 1) ! M„ p o  , x ) >  o.

D i m o s t r a z i o n e .  -  Se, neirin tervallo  (^' , %'), di am piezza non 
inferiore a 271 , contenuto neirin tervallo  ( x , x " ) ,  risultasse, com unque vi si 
assum a il punto x,

lim
n -> 00

{x — x0f n+1
(2 n y  i ) ! p ò  , x)  =  o ,

seguirebbe, dalla (9), per x  e x  +  2 tl punti del detto intervallo,

lim g„ P )  =  f  (x) tn —> 00

lim gn (X +  2 7C) =  lim g n p )  = / p  +  2 Tt),
n —> 00 n —>-00

e quindi f  (oc +  2 tc) =  f  (oc),, contro l ’ipotesi.
E  notevole la circostanza che, in entram be le forinole (i) e (6), che for­

niscono l’errore dell’approssim azione tayloriana di una funzione f  (oc) con 
polinpmi interi o con polinomi trigonometrici, il nucleo dell’integrale a se­
condo m em bro sia positivo. Ciò ha di conseguenza il teorem a, analogo 
a quello dell’approssim azione tayloriana con polinomi interi:

V. Se f  (oc) è una funzione reale, d i classe 2 ^ + 1  nelVintervallo (oc , x " )  
e g n (x) è i l  polinomio trigonometrico, d'ordine n, che approssima taylorianamente
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la f  (x), con rango 2 n e  con riferimento nel punto x 0, esiste un numero reale 0, 
positivo e minore d i uno, per i l  quale si ha:

X

(io) f ( x ) — gn(X) =  (s e n f f  f  à l - T n [f(yì ) \ ,
x 0

ri =  x 0 +  Q ( x — x 0) .

R inunziando ad enunciare i notevoli teoremi che possono dedursi dalla 
(io), mi lim iterò a osservare quanto segue.

Com unque si assum a la funzione 9 (x), di classe 2 ^ + 1  nell’intervallo 
(x , x") ,  la funzione

X

+ (*) =  ? ( * ) “  f f j  (**■ ^  T . [9 (?)] d i ,

è un polinomio trigonom etrico d ’ordine n per il quale riesce: 

Si ha, invero,

'd ’V d* 9
■ dV dV

dV
sen I — L ' f  T „ [9 (£)] di;

(f =  o , i , • • •, 2 n). 

(i =  o , 1 , • • •, 2 n)

U U ( U ]  = T „ [ ? W Ì -  T„
2 2n

(2 ri) ! sen X —  5\2
T  T „ [?  (5)] di; =  o,

donde il teorema:
V I. D ata la funzione f  (x), d i classe 2 n f  \ nelVintervallo (x , x") ,  il 

polinomio trigonometrico g n (x) d'ordine n, d'approssimazione tayloriana della 
f  (x)y con rango 2 n e  punto d i riferimento x 0 è dato dalla form ola

gn (x) =  9 (x) —  — y j  (sen T„ [9 (E)] dE,,
*0

ove 9 (x) è un'arbitraria funzione, d i classe 2 n f  \ nell'intervallo (V, x"),  
per la quale si ha:

' d*<p~ d V
dxk x = x 0 d ^

Indicando con f ^  (x) la derivata dkf j d x k, posto

(k =  o , i , • • •, 2 n).

si ha, dunque,

2 n
9 (*) =  2

f (i) (*o) 
k ! (* —  *o)*>

gn 0*0 - 2  C%>
k = 0

j (■* —  X 0) k
\ k\

2 2n 
(2 ?z) ! kìsen

2
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Il polinomio trigonom etrico, d ’ordine n y

/ \ *0)
.gnk(x>X O) =■----J\ 

22n 

(2 ri) !
x — Tsen — -— : TV

x Q

(k — o , i , • • •, 2 n)

verifica le condizioni:

0 , per i  =[= k ,
1 , per / — /è,

(12)

(5-*o)*
/è! dÉ,

(k =  o , 1 , • • •, 2 n),

e pertanto  è la soluzione dell’equazione differenziale T n (u) — o, determ inata 
dalle condizioni (12) prescrittele nel punto x 0 . In forza della costanza dei coef­
ficienti di tale equazione, l ’indicata sua soluzione si ottiene da quella, che 
indicherò col simbolo g nk (x), verificante le condizioni:

03)
A' Snk (X)

dx’ .r=0

O,
I

per i ={= k , 
per i  =  k ,

sostituendovi x  —  x 0 in luogo di x. Si ha dunque il teorema:
VII .  Designato con g nk (x) (k =  o , 1 , • • •, 2 n) i l  polinomio trigonome­

trico (Tordine n ì verificante le condizioni (13), i l  polinomio trigonometrico g n (x)ì 
d'ordine n, approssimante taylorianamente la funzione f ( x ) y d i classe 2 ^  +  1, 
col rango 2 n e col punto d i riferimento x 0, e dato dalla form ola

( 14) g„ (x) =  2  f k) Oo) g n k  (x  —  x 0) .k=0
Dei polinomi trigonom etrici g nk (.x), individuati dalla coppia di indici 

n  e k y può esser fa tta  una preventiva tabulazione, la quale, ove fosse estesa 
a valori di n  abbastanza alti, consentirebbe l’im m ediato impiego, nelle applica­
zioni, della considerata approssim azione tayloriana. Si osservi che g nq(x) — 1, 
talché la (14) può anche scriversi:

C1 5) gn (X) =  f  (*0) +  2  f k) (%) gnk 0  —  X0) .
k = l

Ovviam ente, se la funzione f  (x) fosse periodica e di periodo <0, conver­
rebbe sostituire al considerato insieme G, quello costituito dai polinomi 
trigonom etrici:

gin) (x) = + 2
k = i

ah cos — - x) +  bk sen

L ’errore d ’approssim azione sarebbe allora dato  dalla formola

X

(16) f { x )  - 4 » )  (*) s  J p(») (x  , 5) T (“) [ /(? ) ]  à i ,
x0
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con

P(“} O , l)
I

(2 n) ! sen 7T
CO

t'.-’i/ w i- i n  (A+ ( -? )> « ■
Sussiste la maggiorazione, data  dalla (9), dell’errore, rappresentando 

(x0 , x) il massimo modulo di [ / (# ) ]  nell’intervallo coi punti term inali 
x 0 e x,  ed è interessante osservare che, al tendere di co all’infinito, la (16) 
tende alla (1) ove vi si sostituisca n  con 2 n.

Le cose dette, fa tta  eccezione per i teorem i III  e IV, possono ripetersi 
anche per l’approssim azione tay lo riana di una funzione di variabile reale a , 
m ediante polinomi iperbolici, la cui to talità  G è descritta dalla funzione

g  (x) =  a0 +  2  iP'k cosh kx  +  bk senh k x ) ,
k=i

al variare, com unque, dell’intero n (ordine del polinomio) e dei coefficienti 
ao■, a\ , (22 , • • •, an , b\ , , • • •, bn • Posto, per una funzione f  (x), di classe
2 ^ + 1 ,

sussiste il teorem a:
V i l i .  R er Verrore f  (x) — g n (x), col quale i l  polinomio iperbolico df ordine 

n, approssima taylorianamenteì con rango 2,n  e punto d i riferimento x 0 , la f u n ­
zione f  (x) d i classe z n - \ - i ,  s i ha V identità

X

f  (x) — g n (x) =  j  (senh “ H „ [ /  (?)] k l .
.r0

Posto, per ogni intero n,

(17) gnk (X) =  J  (senh — )2K H . (j t )
x0

(k =  o , i ,. . ., 2 n)

si ha, in tale funzione g nk fx), un polinomio iperbolico d ’ordine n, verificante 
le condizioni:

à i  g n k  __  ( ° >  P e I * 1

dV J*=o ( !» per i =  k ,
e il teorema:,

IX . I l  polinomio iperbolico g n (x), d'ordine n, approssimante tayloriana- 
mente la fu n zio n e  f  (x) d i classe 2 n 1, col rango 2 n e  col punto d i riferimento 
x 0 , è dato dalla  (15), ove g nk (x) (k =  o , 1 , 2 , • • •, 2 n) è il  polinomio iper­
bolico definito dalla  (17).


