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Matematica. — A  proposito d i un teorema sugli autoomeomorfismi 
del piano reale euclideo. Nota di A delina  S antolina  presen ta ta0  
dal Corrisp. G. S corza D ragoni.

In questa N ota (1) mi propongo di precisare un mio recente teorem a 
sulle trasform azioni topologiche del piano reale euclideo su se stesso (2\  dim o
strando che:

Se la trasformazione topologica t  del piano reale euclideo su se stesso am 
mette come u n iti due insiem i d i p u n ti  U e V, i l  prim o chiuso e connesso (3) ed 
i l  secondo eventualmente vuoto, e se una delle potenze d i t  ammette come libera 
una curva semplice chiusa tale che la regione da essa delim itata  (4) contenga 
tu tti i  p u n ti d i U  e non contenga nelVinterno p u n ti d i V, allora esiste una curva 
semplice chiusa libera nella t  che aggira U  e lascia all'esterno V  (5).

Di qui segue im m ediatam ente un teorem a sugli autoomeomorfismi di una 
superficie p iana S col bordo formato da p  +  1 curve semplici chiuse a due 
a due disgiunte (6), e precisamente:

Se la trasformazione topologica t  d i una tal superficie p iana  S applica le 
curve del bordo ciascuna su se stessa e se una delle potenze d i t  ammette come 
libera una ta l curva semplice chiusa j  contenuta in  S che la regione J da essa 
delimitata contenga almeno una  U  delle curve interne del bordo d i S allora 
esiste una curva semplice chiusa che è contenuta nell'interno d i S, che è libera 
nella t, che aggira U  e che lascia all'esterno quelle curve del bordo d i S che non 
sono contenute in  J .

L a dim ostrazione del prim o teorem a ha molti punti in comune con quella 
svolta nella m ia N ota citata e per evitare ripetizioni inutili rim anderò a que- 
s t’ultim a, ogni volta che sarà possibile. (*)

(*) Nella seduta del 13 marzo 1965.
(1) Eseguita nell’am bito dell’a ttiv ità  dei G ruppi M atem atici del Consiglio Nazionale 

delle Ricerche.
(2) A. S an to lin i, A  proposito delle trasformazioni topologiche del piano reale euclideo su 

se stesso [«Rendiconti dell’Accadem ia Nazionale dei Lincei», ser. 8a, voi. X X X V I, pp. 609- 
614 (1964)].

(3) E non vuoto, in quanto connesso.
(4) Nel piano la regione delim itata da una curva semplice chiusa è l ’insieme costituito 

dai punti della curva e da quelli che la curva separa dall’infinito.
(5) La curva semplice chiusa c aggira l’insieme E se la regione C delim itata da c 

contiene nell’interno tu tti i punti di E; la  curva c lascia invece a ll’esterno l’insieme E se la 
regione C non contiene nessun punto  di E.

* (6) In  altre parole, S si ottiene sottraendo da una regione S', delim itata da una curva 
semplice chiusa, gli interni di p  regioni Si , S2 , • • •, a  due a due disgiunte, contenute 
nell’interno di S' e delim itate da curve semplici chiuse. Il bordo di S' form erà la curva 
esterna del bordo di S; i bordi di S i , S2 , • • •, form eranno le curve interne del bordo di S.
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i. Consideriamo dunque la trasform azione topologica t  del piano reale 
euclideo su se stesso; gli insiemi U  e V  siano uniti nella /  ed U  sia chiuso e 
connesso.

Sia j  una curva semplice chiusa tale che la regione J da essa delim itata 
contenga U  e non contenga nell’interno punti di V; e j  sia libera nella tn. 
Non è restrittivo supporre n positivo e maggiore di i. Indichiam o con

j r (r =  o , i , • • •, n)

la trasform ata di j  nella t r (r =  o , i , • • - , n), di modo che 70 — 7; e con

Ir (r =  o , 1 , • • •, n)
la regione delim itata da j r .

L ’insieme Jr è l ’im m agine di J 0 nella t r (r =  1 , •■• , «)  e perciò, al pari 
di J 0 , contiene U  e non contiene nell’interno punti di V.

La J o ( ^ j n =  0  im plica la Jo n J n =  0  oppure la Jn C j 0 — j 0 oppure 
la l o C l n — j n • L a prim a eventualità va esclusa perché tanto  J 0 quanto Jn 
contengono U , che non è vuoto. E dopo di ciò non è restrittivo supporre

( L) J o C L  J n  >
perché nel caso contrario basterebbe scambiare gli uffici di t  e t~ x e quelli 
di Jo GJn : in fa ttij n è libera nella (7 - r p  e la regione da essa delim itata contiene 
U  e non contiene ne ll’interno punti di V.

Dalla (1) segue im m ediatam ente che J 0 lascia all’esterno V  e che Jn , 
e quindi anche J 0 , contiene U  nell’interno; dunque l’insieme J r (r =  1 , • • •, n), 
al pari di J 0 , lascia all’esterno V e contiene, nell’interno U.

Consideriamo un punto A  di U . Poiché A è interno a J 0 , J i  , • • - , Jn- i ,  
l ’insieme dei punti che si possono unire ad A m ediante curve semplici aperte 
prive di punti in comune con jo  , j i  , Jn- i  è delim itato da una curva 
semplice chiusa y0 (7).

L a curva y0 è contenuta ovviam ente nell’unione di jo , 71 , • • •, j n- i '

(2) To C 70 U 71 U • • • U Jn- i  ;

la regione To delim itata da y0 è contenuta nell’intersezione di J o  > J i  , • • •, J^ - i :

(3) r 0c Jon JiO • • •Dj.-i,
e pertanto non ha punti in comune con V. Dim ostriam o ora che r 0 contiene 
nell’interno tu tti i punti di U.

Infatti un punto di U  non può appartenere a y0 , perché allora per la (2) 
apparterrebbe ad almeno una delle curve 70 , 71 , • • •, 7^-1 ; non può nemmeno 
essere esterno a r 0 , perché allora l’insiemme connesso U  interesserebbe la 
frontiera y0 di Po, cosa già riconosciuta impossibile.

(7) Si veda, per esempio, G. SCORZA D ragoni, Qualche teorema sulle curve d i Jordan , 
[«R endiconti dell’Accadem ia Nazionale dei Lincei», ser. 6a, voi. X X III, pp. 181-186(1936)], 
n° 4.
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D alla (1) e dalla (3) segue im m ediatam ente

(4) To n  j n =  0.

L a curva y i , im m agine di y0 nella t, soddisfa alla

(5) Ti C j i  U h  U • • • U j n,

che è una conseguenza im m ediata della (2). Inoltre y i è distinta da y0 : infatti 
supponiam o per assurdo che y i coincida con yo; allora anche l’immagine, 
Yr> di y0 nella t r (r =  2 , • • •, n) coincide con y0 ; di qui e dalla (4) segue che 
y i , y2 , • • •, Yn non hanno punti in comune con j n e quindi che y i non ha 
punti in comune con j i  , j 2 , • • •, j n ; donde l ’assurdo.

Se y0 e y i non hanno punti in comune il teorem a è dim ostrato. Supponia
mo dunque che l’intersezione di y0 e y i non sia vuota, indichiam o con V 1 la 
regione delim itata da y i , non coincidente con Tq, e dim ostriam o che:

(6) T o r o .

Infatti se la (6) non fosse verificata, l’insieme r o , distinto da F i , conter
rebbe nell’interno almeno un punto P esterno a V i . Allora, poiché L i , al pari 
di Tq, contiene nell’interno tu tti i punti di U , ogni curva semplice aperta che 
unisca P ad un punto, B, di U  incontrerebbe y i , cioè 71 U /2  U • • • U j n • Inol
tre P, essendo interno a r o , potrebbe essere unito a B m ediante una curva 
semplice aperta, c, in terna a r o e pertanto priva di punti in comune con 
jo  , j i  , • • •, j n- 1 • D ’altra parte  c n  j n =  0  per la (1) e la (3). D ’onde l ’assurdo.

A  questo punto si possono ripetere tu tte  le considerazioni svolte nel n° 2 
del lavoro citato nella nota sostituendo il punto unito U  là considerato 
con l’attuale insieme unito U  (così la distanza, là indicata con S, di quel punto 
U  da quella curva y0 , dovrà essere sostituita dalla distanza, anche essa posi
tiva, dell’attuale insieme chiuso U  dall’attuale curva y0). E si concluderebbe 
con l’esistenza di una curva semplice chiusa y, libera nella t, aggirante U 
e conteuta in r o , che non ha punti in comune con V. Donde il risultato.

Se si sviluppassero tu tti i ragionam enti si vedrebbe anche che la curva y 
si può supporre contenuta nel p-intorno piano chiuso di y0, il numero reale 
positivo p essendo prefissato a piacere. 2

2. Sia ora t  una trasform azione topologica di quella superficie piana S 
col bordo formato da p  -f- 1 curve semplici chiuse; e t  applichi su se stessa 
ciascuna delle curve del bordo di S. La curva semplice chiusa j  sia contenuta 
in S e sia libera nella tn (n^> 1); la regione J delim itata da j  contenga almeno 
una curva, U , in terna del bordo di S.

Indichiam o con U* l’insieme di tu tte  le curve interne del bordo di S 
contenute in J, e con V  l ’insieme di tu tte  le curve del bordo di S non conte
nute in J, cioè delle curve del bordo non aventi punti interni a J, dato che 
j  è contenuta in S. Gli insiemi U* e V  sono uniti nella t  ed esauriscono la 
to talità  delle curve del bordo di S.
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Prolunghiam o ora la trasform azione topologica /  di S su se stessa, in 
una trasform azione topologica, che per semplicità indicheremo ancora con t, 
del piano reale euclideo su se stesso (8h

Indichiam o al solito con j r V im m agine di j  nella t r (r =  o , i ,• • - , n), 
e con Jr la regione delim itata da j r ; e possiamo anche adesso supporre valida

la (I)- . , .
Poiché Jo contiene U* e non contiene nell’interno punti di V  dalla (i)

possiamo anche adesso dedurre che Jo contiene nell’interno U* e lascia all’e
sterno V, cioè che j 0 , e quindi j r (r =  i , • • •, n), è contenuta nell’interno di 
S, dato  che U* e V  esauriscono il bordo di S.

L a curva y0 , analoga a quella considerata nel paragrafo precedente, 
in quanto contenuta nell’unione di j o  , j±  , • • •, j n- \ , appartiene anch’essa 
all’interno di S. Indichiam o con p un num ero reale positivo minore della 
distanza, certam ente positiva, di yo dal bordo di S.

Poiché la regione Jo contiene l ’insieme U, chiuso e connesso, e non con
tiene nell’interno punti di V, poiché U  e V sono uniti nella t  e j 0 è libera nella t n, 
esiste, a norm a del teorem a precedente, una curva y semplice chiusa, che 
è libera nella t, che aggira U  e lascia all’esterno V  e che è contenuta nel 
p-intorno piano chiuso di y0 . Donde il risultato.

(8) Cfr. B. v. KerÉKJÀrtÓ, Vorlesungen ùber Topologie, Springer, Berlino (1923), 
cap. 2, § 2.


