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Analisi matematica. — Sulle singolarita eliminabili delle iper-
superficie minimali. Nota di Exnto De Giorcr e Guipo Stampac-
cHIA, presentata @ dal Socio M. PiconE.

Nel 1950 L. Bers [1] stabili che una superficie minimale che pud essere
rappresentata nella forma x» = « (x,y) non pud avere singolaritd isolate.
Diverse dimostrazioni di questo risultato ed estensioni a soluzioni di equa-
zioni pili generali che I’equazione dell’area minima sono state date da R. Finn,
J. Nitsche, R. Osserman (cfr. [2] per la bibliografia relativa).

Noi dimostreremo in questa Nota che wna ipersuperficie minimale che
puo essere rappresentata nella forma wuw = w (x1,x2, -, x,) non pud avere
singolarita in un compatio avente capacita di ordine I nulla o, cid che é lo
stesso, in un compatto avente misura di Hausdor(f (n— 1)~dimensionale nulla V.

Questa proprieta delle superficie minimali non ha riscontro nelle solu-
zioni di equazioni ellittiche lineari o non lineari in generale, in quanto alcuna
limitazione a priori ¢ qui richiesta sulle soluzioni.

Il problema delle singolarita eliminabili per equazioni ellittiche non lineari
¢ stato recentemente considerato da J. Serrin [7].

Sia A un aperto di R”; una funzione # (x) analitica reale in A & solu-
zione dell’equazione delle superficie minime in A se, posto:

W] =@+ Z2)® |, W, [u] = u, /W [«]

si ha 2

0 [W, a0z = o
A

per ogni funzione v indefinitamente derivabile e con supporto compatto in
A (e quindi per ogni v lipschitziana a supporto compatto in A).

Osserviamo, a questo proposito che # (x) ¢ analitica in A se essa & ivi
localmente lipschitziana in A (cfr. teor. 3.2).

Consideriamo ora un aperto Q di R* ed un compatto N di Q che abbia
capacita di ordine 1 nulla (§ 1).

Il teorema in questione afferma che una soluzione di (1) in Q —N ¢&
prolungabile in una soluzione di (1) in Q. La tecnica della dimostrazione
consiste nel provare che le proprieta di massimo e di minimo e di confronto
delle soluzioni di (1) in € sussistono inalterate per le soluzioni di (1) in
Q—N.

(*) Nella seduta del 13 marzo 1965.

(1) 11 fatto che un compatto ha capacitd di ordine 1 nulla se e solo se la misura di
Hausdorff (7 — 1)-dimensionale & nulla & noto [7].

(2) Qui e nel seguito i simboli di sommatoria saranno sottintesi nel caso di indici ripetuti.
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§ 1. COMPATTI DI CAPACITA DI ORDINE I NULLA. — Sia K un com-
patto di R”; diremo capacitd di ordine 1 di K l’estremo inferiore di

Jion1ae 1= (3 o)

nella classe delle funzioni lipschitziane (indefinitivamente derivabili) con
supporto compatto e tali che v > 1 su K 3,

LEMMA 1.1 (cfr. [7] p. 285). — Se N & un compatto awm‘e capacita di
ordine I nulla, esiste una successione { v} di funzioni lipschitziane con
supporto compatto soddisfacenti le condizioni seguenti:

@) o0<<od) <1 ovunque
(if) 2 = 1 in un aperto contenente N

(i)  lim o[, = o

(iv) lim 2 (x) = o quasi ovunque in R”.
s>

Dim. — Sia w® una successione di funzioni lipschitziane con supporto
compatto, tale che 2 >1 su N e [ @ I = o.

La funzione 2 w® ¢ quindi > 1 in un aperto contenete N e la funzione
2®) ottenuta troncando 2w® inferiormente a zero e superiormente ad I
soddisfa le condizioni (i), (i), (iii). Poiché o & con supporto compatto, si
ha (cfr. ad esempio [6])

129

Lal(n—1) <C|o¥ |

con C costante dipendente solo da 7. Si deduce che #¢) tende a zero in misura.
Pertanto per una sottosuccessione di { ¢ }, che indicheremo ancora con {v(’)}
si ha la condizione (iv).

COROLLARIO (cfr. [7]). — Un compatto N avente capacita di ordine I nulla
ha misura n—dimensionale secondo Lebesgue nulla.

Infdtti N ¢ contenuto nell’insieme ove la (iv) non & verificata.

LEMMA 1.2. — Se N1 e N2 sono due compatti aventi capacita di ordine
I nulla, N1 U Neo ha capacita di ordine 1 nulla.

Dim. — Siano {9 }7 =1, 2, due successioni di funzioni lipschitziane
con supporto compatto tali che

¥ > 1 su N;

P (‘y =1,2,-- >
| @)sls = o

La successione 2 = max {#{?, 2§’} di funzioni lipschitziane con sup-
porto compatto, ¢ tale che

'Z/(;‘) >1 su NiN Ng

(3) Qui la nozione di capacitd & presa, come in [7], in un senso diverso da quello che si
suole assumere in teoria del potenziale.

23. — RENDICONTI 1965, Vol. XXXVIII, fasc. 3.
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199 ] <[ @ s + | @), |2 o

LEMMA 1.3. — Se N ¢ un compatto di capacita di ordine I nulla contenuto
i un aperto connesso Q, allora Q-—N ¢ connesso.

Dim. — Se cio non accadesse, potremmo trovare due aperti disgiunti Aj
e Ap tali che AjUAs = Q—N e 2A1 N2A, C N 4,

Considerando allora una successione {v®} come nel lemma 1,1, co-
struiamo una nuova successione {w()} ottenuta, ponendo, ad esempio:

w®) = 9 in A,
) = 1 in AjUN

Poiché | w® gy << |2 |1, seguirebbero che A; o Ay avrebbe misura
nulla e ci6 ¢ assurdo essendo essi aperti.

§ 2. PROPRIETA DI MASSIMO. — Dimostriamo i seguenti lemmi che gene-
ralizzano alcuni risultati di [8, § 4] e [5].

LEMMA 2.1. - Séa u (x) una soluzione di (1) in Q — N ove N & un compatto
contenuto in ), avente capacita di ovdine I nulla. Allora, se QO & un insieme

aperto limitato tale che NCQ' ¢ Q' CQ, si ha:

sup || < max|u|.
Q' —N ’

Dim. — Poniamo ® = max |« | e sia & (#) una funzione indefinitamente
ey
derivabile in (— oo, + o0) tale che

Y@ =o0 per || <D

Y@ =0 per |#|> ®,

[P <1 , o<¥(@ <.
Poniamo allora in (1)

(1 —ovNy () xeQ

L s xEQ—

ove o) ¢ la successione del lemma 1.1.
Cio ¢ lecito perché v ¢ lipschitziana in Q e con supporto in Q — N. Si
ha allora

f[l — 091 ¥ () W, [u] u,, dx ———fvg) W, [#] 9 () dx = o
&

Q’

(4) Con 2Q indicheremo la frontiera di Q e con Q la chiusura di Q.
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da cui

f [1 — 2] 9 () W, [2] 2, dx < f [ 29| da.

Q

Poiché l'integrando a primo membro & non negativo si ha

0= ’ (1 — 0] () W, [ae] a0y, dor < f 00| dr.
ol R”

Passando al limite per s - + oo, per il lemma di Fatou e per le (iii)
e (iv) del lemma r1.1. si ha

f{}' () W, [#] u,; dx = o.

ar

Di qui segue, tenendo conto del lemma 1.3, applicato alle componenti
connessi di ', che |#| << ® quasi ovunque in Q.

LEMMA 2.2. — Séano u (x) e z (x) due soluzioni di (1) in Q —N, ove N
¢ un compatto contenuto in Q avente capacita di ordine 1 nulla. Sia Q' un aperto
limitato tale che NC QY e &' CQ; allora se u (%) < z (x) su oY, segue

u(x) <z (x)
quasi ovungue in €.
Dim. — Sia v la sucessione del lemma 1.1 e poniamo
(1 — o) [min (% , 2) — %] per xe€
o per x€Q— .

La funzione 7 essendo lipschitziana con supporto in Q — N pud essere
utilizzata nella equazione (1) e in quella analoga per la soluzione z (x).
Si ha allora, detto B I’eventuale sotto insieme di Q' in cui & # (x)> z (x):

f (1 — N W, [#] (2., — %,;) dx + fW,- [2] (2 — =) va(;? dr=o0
f(l — N W, [2] (¢, — w,;) dx + [Wi [2] (¢ —2) v9 dx = o.

Sottraendo membro a membro e tenendo conto del lemma 2.1, si ha:

f(l — o) (W, [2] — W, []) (22; — ;) dx < (max |z | + max | u D 2 HL1 .
J Q! oQ’

La funzione (W; [¢] — W, [«]) (2,,— #,;) & non negativa e si annulla
solo per z,, = u, (i =1, -, n).
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Ragionando come nella dimostrazione del lemma precedente si trova
che

J O = W, 1) (o — ) dx = o

B

e di qui segue che la funzione min (# , 2)-—# ha derivate q. ov. nulle in Q'
e quindi per il lemma 1.3 si ha q. ov. in Q: % (x) <z (x). Il lemma & cosi
- dimostrato.
COROLLARIO. — Nelle stesse ipotesi del lemma 2.2 si ha-

(3) sup | % —z| < max|u—z|
Q—N Y

Dim. — Infatti posto ® =max |z —z|, le funzioni z+ ® e z— ® sono
0
soluzioni di (1) in Q — N. Pertanto dal lemma precedente segue che, essendo

z2— O <u<zs4+® su
deve essere, quasi ovunque in Q'

e—0<u<z4+ @
cioe¢ la (3).

§ 3" SINGOLARITA ELIMINABILI. — Ci proponiamo di dimostrare il risul-
tato enunciato nell'introduzione e precisamente di dimostrare il seguente

TEOREMA 3.1. — Sia u (x) una soluzione di (1) in Q—N ove N ¢ un
compatto contenuto in Q, avente capacits di ordine I nulla. Allora u (x) ¢ ana-
litica in Q. '

Alla dimostrazione di questo teorema premettiamo il seguente

LEMMA 3.1. — Nelle stesse ipotesi del teorema precedem“ementé enunciato,
la funzione u (x) ¢ prolungabile in una funzione localmente lLipschitziana in Q.

Dim. — Sia @ un aperto limitato tale che: NC Q' e Q' CQ; fissiamo &
in modo che l'insieme E dei punti

E={zeQ|dist(x,3Q) <5,

non abbia punti in comune con N Q.
Poniamo poi

M = max |#,]|.
E

Sia ora 7 un vettore arbitrario tale che | 7| < 4. La funzione g(x)=
= 2 (x + 7) € una soluzione di (1) in '— N, dove con N, abbiamo indicato
linsieme N traslato di r.
~ L’insieme NUN; ha capacita di ordine 1 nulla (lemma 1.2). Per il corol-
lario 'del lemma 2.2, si ha
@ sup Ju@r+)—u@|< max [u(y + %) —u()|<M]|z|.

x, x4+t € Q' —N
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La funzione « (x) ¢ dunque lipschitziana in — N e quindi prolungabile
in una funzione lipschitziana in Q' con lo stesso coefficiente di Lipschitz.

Dimeostrazione del teorema 3.1. — Il teorema & conseguenza del lemma
3.1 e del seguente teorema

TEOREMA 3.2. — Una soluzione di (1) localmente lipschitziana in un aperto
Q ¢ analitica nell’interno di Q.

Sia ' un aperto limitato tale che Q' C Q e diciamo K il massimo delle
derivate prime della soluzione z in .

Poniamo

gO=VTF2+ e

dove « (#) & una funzione indefinitamente derivabile per 0 < ¢ < + oo tale
che'a (f) =0 per t<2K,a(#) =1 per # >3 K. E facile verificare che si
puo scegliere ¢ positivo in modo che posto p = (p1,--, p,) si ha

F@=g(p)=V1+p per |p|<K

€

) MIER= fop (DG <MIER  0<m <M < + oo.

La soluzione 2 di (1) & pertanto anche soluzione dell’equazione

ffp,' (%x) Ny dx =o
&

per ogni v indefinitivamente derivabile con supporto in Q' ove f soddisfa
la (5). Di qui segue l'analiticitd di = [3].
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