ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

ANDRAS KOsA

Sulle funzioni di invarianza pit generali del calcolo
delle variazioni unidimensionali di ordine qualsiasi

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 38 (1965), n.3, p. 345-351.

Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1965_8_38_3_345_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1965_8_38_3_345_0
http://www.bdim.eu/

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti, Accademia Nazionale dei Lincei, 1965.



ANDRAS KOSA, Sulle funzioni di invarianza piic generali del calcolo, ecc. 345

Analisi matematica. — Sw/le funzioni di invarianza piis generali
del calcolo delle variazioni unidimensionali di ordine qualsiasi. Nota
. ' ’ % .
di ANprAs Kosa, presentata ® dal Socio M. PIconE.

I1 concetto di funzione di invarianza & importante per diversi problemi
del calcolo delle variazioni, fra I’altro per dare condizioni sufficienti per
Pestremo assoluto. I lavori [1]-[13] ed anche altri in preparazione si basano
su questo concetto. Il problema principale &, in ogni caso, quello di deter-
minare tutte le funzioni di invarianza rispetto al problema considerato. Lo
scopo della Nota presente consiste nel costruite le funzioni di invarianza

pit generali (appartenenti alla classe 7 + 1) per il problema di minimo
dell’integrale:

b
J[y]=ff<x,y,y',~-,y@>dx.

Alcuni risultati particolari, in connessione a questo problema, si trovano nelle

Note [12] e [13].

1. Faremo uso delle seguenti notazioni.

Sia 7 un intero positivo arbitrariamente fissato e prendiamo un inter-
vallo [a, 6] dell’asse reale. Si definisce, per ogni 2=o0,1, 2, --, il dominio
T, nel modo seguente:

Tk:{_xe[a>é] ’ “—Oo<j/,<+oo , Z':O,I,"‘,k}.

Indichiamo con C, (£ =1, 2,---) I'insieme delle funzioni definite in [a , 4]
ed ivi continue, con le loro derivate fino all’ordine 4 incluso. Sia, poi,
JS(&x,¥y0,¥1,---,,) una funzione definita in T,, ivi continua con tutte le
sue derivate parziali all’ordine 7 + 1 incluso. E evidente che il funzionale

Iy ()] :ff@c,y(x) @),y () dr

¢ definito per tutte le funzioni y (x)€Cs,.

Siano dati, inoltre, in modo arbitrario, 2 #» numeri: o Y ALyt Qpt)
bo, b1, b,_1.Sidice che la funzione £, (x, yo, ¥1,- - -, ¥,) € una funzione
di invarianza, se per ogni funzione y (x) € C,,, verificante le condizioni
(1) vy @ =a , yV(6) =4 (f=o0,1, -, n—1I)

il funzionale ’]f [y ()] ha sempre lo stesso valore.

(*) Nella seduta del 13 marzo 1965.
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2. Definiamo, in Ty,, la funzione Ls(x, 0, %1, --, ¥2,) nel modo
seguente: prendiamo una funzione y (x) € Cy,,, eseguiamo tutte le derivazioni
nell’espressione di Eulero:

fyo(x:y(x)’y,(x>"")y(”)(x>"‘%fyl(x’y<x>’y'(x)""ry(n><x>)+"'

i D g Gy, Y (@), 9 ()

e poi poniamo nell’espressione ottenuta: y® (x) =y; ({ =0,1,---,2n). Si
ha allora il

LEMMA 1. — Condizione necessaria e sufficiente perché la funzione
f@,p0, 51, +, ¥,) sia una funzione di invarianza ¢ che la Sunzione L; sia

tdenticamente o:

(2) Li(x, 20, 1,--, v2,) =0 per (X, %0, Y1, -, Yan) €Tg,.

La necessita della condizione (2) ¢ ovvia. Per provare anche la sufficienza,
consideriamo due funzioni: y; (x) € Cy, e 2 (x) € Cy,, verificanti le relazioni
(1), e consideriamo la funzione ‘

@) =]Jsy1(®) + 2 (y2 (x) —y1 (*))] per o<<t<1.
E evidente che la funzione
y1(x) + 2 (y2 (x) —y1 (%))

appartiene a Cy, ed anche che la ¢ () ¢ differenziabile in (o, 1). Si verifica
immediatamente, in forza della (1), che:

I3 b

o0 = [(Gs)er= [ Z /000 @)y ax =

a a

]
a

5

= [ L2 — 31 () e )

a

Fum s B (0 7 (e () — 1 () e =

Da cui segue che
¢ () =o0 per o<#<I,
e quindi '

e (1) =90 =]y @] =J,[y1(®)].

¢on cid il Lemma I.¢& dimostrato.

(1) Con il segno ~ vogliamo indicare il fatto che gli argomenti delle funzioni assegnate
sono i seguenti: y(f)(x) + z‘(y(z’)(x) ~—y(1’)(x)), i=0,1,-,nr1isp. £=0,1,-+-,27.
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Sia ora 7 un numero intero arbitrario maggiore di 2 7. Consideriamo
adesso soltanto le funzioni che appartengono alla classe C, e che soddisfano
alla seguente condizione, pili generale della (1):

3) YD @) =a; , yD ) =b, (G=0,1, %)

doveinumeri @, , 4, sono arbitrariamente fissati. Se I'integrale J;[y (x)] assume
sempre lo stesso valore rispetto a questa classe piu ristretta di funzioni, al-
lora diciamo che f(x, y0, y1, -, ¥») ¢ una funzione di invarianza per il
problema modificato. Si prova perd, in modo ovvio, che anche in questo caso
la condizione (2) ¢ una condizione necessaria affinché la funzione f sia una
funzione di invarianza per il problema modificato. Poiché la (2) ¢ una con-
dizione necessaria e sufficiente per il problema originale, si ha il seguente:

LeEMMA I1. — Se la funzione f (x, yo, ¥1,- -+, Yu) é una funzione di inva-
rianza per il problema modificato, allora lo ¢ anche per il problema originale.

3. 11 calcolo della funzione L, e la soluzione dell’equazione L; = o pre-
senta gia nel caso » = 2 diverse difficolta. Per questa ragione, per determinare
tutte le funzioni di invarianza, conviene cercare qualche altro metodo.

Nel caso # = 1 si prova molto facilmente che una funzione f(x, yo, ¥1)
¢ una funzione di invarianza se, e soltanto se, essa ha la forma

JS=N(x,y0) + M (x,y0)y1,

dove N, = M, in To. D’altra parte, tutte queste funzioni si ottengono nel
modo seguente: si prende una funzione arbitraria F (x, ) e poi si considera
lintegrale

fa%F«x,ﬂx»dx:f{Fx(x,y<x>>+Fy<x,y<x>>y’<x>}dx

per ogni y (x) € Cq, verificante le convenienti condizioni (1). Nei casi 7> 1,
come si vede subito, si pud ragionare nel modo seguente: Date le funzioni

Fi(x’yo,.."yz) (Z.:O,I,"',%——I)

in modo arbitrario, si considerino gli integrali

,, |
@ [E P y@ 9 @ds G=ot, ).
X . .

E evidente'che tutti questi integrali, calcolati sulle funzioni di C,, che veri-
ficano la <I)i’ hanno sempre valori-costanti, cioé indipendenti dalla funzione
¥ (x). In tal modo — facendo eventualmente anche la loro somma — si otten-
gono funzioni di invarianza. Ma si vede subito che gli integrali del tipo (4)
per £ =0,1,---,7—2 si riducono tutti agli integrali del tipo tipo (4) per
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¢ = n— 1. Sorge allora la questione di vedere se le funzioni di invarianza
che si ottengono dall’integrale di tipo

b
d /7 AN
[a&Fe y@. 7@, e @) de

forniscono la totalita delle funzioni di invarianza. A questo problema da
una risposta positiva il seguente:

4. TEOREMA. — Condizione necessaria e sufficiente perché la funzione
fx, vo,v1, , ¥n) Sita una funzione di invarianza é che si possa scrivere
nella forma

<5> ,fza"(x»yo,"',yn_ﬁ“l—a”(X,J’Oy"'yJ/,,*l)yl‘i‘
+an 1<x yO’ '.’yn—l)yn’

dove le funzioni o, a ({=0,1, -, m—1) soddisfano alle identita,
Qo day 3a]; da;
(6> @: = oz ’ Sj/k = Vj ’
i, j,k=0,1, -, n—1 |, JEk;(x, v, 51, Yu1) €Tuy.

La sufficienza essendo ovvia (in virtu delle (5) e (6)), dimostriamo la
necessita delle condizioni (5) e (6). Osserviamo intanto che, se la f € una fun-
zione di invarianza, essa, in forza della ben nota condizione di Legendre,
deve avere la forma ,

S=A@,y0, -, ¥ue1) + B, 50, ) Vuct) Vu in T,.

Per provare la necessita delle condizioni (5) e (6) procediamo per induzione
rispetto ad 7:

a) Per n = 1 l'affermazione & ovvia. Noi la dimostriamo anche per
n = 2 per illustrare il ragionamento che poi faremo in generale. Supponiamo
dunque che la funzione

f2=A2(x,J’0,J/1)+B2(x,y0:’y1)y2

sia una funzione di invarianza. Prendiamo allora una funzione ® (x, yo, ¥1)
tre volte differenziabile soggetta alla condizione seguente:

D, (x,50,5)=Ba(x,5,y) inTr1.
E evidente che le funzioni
(70 Jo= 0 (x, 30, y1) + @y (x, 30, y) 31 + Dy, (x, 30, ¥1) 92,

(720 fe—Jr=A2(x, y0,51) — D (¥, 50, y1) — D, (x, 30, y) 11
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sono funzioni di invarianza. La funzione (72) non contiene la variabile ys,
quindi & wuna funzione di invarianza anche per il problema modificato dove
n=1,m = 4. In virth del Lemma II la (72) deve avere la forma

Js “—]72 =As—O_— (I)%.yl = ol (x, Yo) + a(l) (x, yo)yl in Ty,
dove

®) —%a@%w-@@ya in T,.

Si ha dunque:
fa= (" + @) + (@ + D) y1 + D, 3.

Preso o? = ol 4 @,, a2 =4d} + @, a? = @, e tenendo presente la (8), si
vede subito che £z & della forma (5) ed anche le che condizioni (6) sono soddi-
sfatte. Con cid la necessitd & provata per il caso #z = 2.

6) Nel caso generale si ragiona analogamente al caso 7 = 2. Suppo-
niamo che I'affermazione sia stata gia provata nel caso 7z — 1 (> 2), e dimo-
striamola per 7. Prendiamo una funzione di invarianza per il caso #:

fn=An(X,J/0,J/1,"',yn—1)+Bn<X,y0,y1,"',J’n—1)yn-

Sia adesso ¢ (x, ¥0, -, ¥,_1) una funzione (7 4 1)-volte differenziabile
la quale soddisfa alla identita

ay d)<x Yo, ")yn—l):Bn(x;yO)"')_yn—l> in Tn—l'

E ovvio che le funzioni
(91) ]Tn: Yz + q-’yo'yl +- 4+ ‘P.v,,_l'yn,
(92) fn_‘fn:An_‘“px*q’%‘yl—""_‘ ‘I"y,,_g‘yn—l

sono fuhzioni di invarianza. Poiché la (92) non contiene la variabile y,, essa
¢ una funzione di invarianza per il problema modificato (caso 7% — 1,
m = 2 n). In forza del Lemma II la funzione (92) deve avere la forma

f,, _'—]Tn = o1 (x s Yottt J/”_2> + %"1 (x s Vo ;V,,_g)‘yl +
+d” l<x J/0’ “’yn——2).-yn—l’
dove
o1 da? ™t Ga;?_l 3yt .
(IO> a}’i = oz y syé —‘_‘syj n T,,_g,
z',j,/é=0’,1,---,n-—2,j=|=,é.

Si ha dunque
=@+ )+ @ )y e+ @Y, )y, b

Yn—1

.yn.
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Preso o =o'+ ;ar=a;"'+ ¢, (=0, - —2) a4 =19, »
tenuto conto delle condizioni (10), si vede che la f e della forma (5) ed anche
che che le condizioni (6) sono soddisfatte.

Con questo il Teorema & dimostrato completamente.

5. Facciamo le seguenti osservazioni:
a) Nel caso n =2 si puo calcolare molto facilmente la funzione
Ly, % %5 Y, Y3, v, Tenuto conto della forma della funzione di f:

JS=A@,y0,y1)+ B, v, y1) ye

si prova (ved. [13]) che la identita (2) in questo caso ¢ equivalente al seguente
sistema di equazioni a derivate parziali:

'

\ 2 BJ’o —A'J'lJ’l + B-"."’l + B."'aJ’l'yl =0

(1n)

) Ay, — Asy, + Baw + (2 By, — Ay) -1+ B,"o)’o.y? =0

Dal Teorema segue che la soluzione generale del sistema (11) ha la forma
seguente:

A=a(x,y,y)+é(x,y,y)y1 ; B=c(x, o, ),

dove

@y ="by , ay,=cx , by, =c, in Ty.

6) Se non prendiamo in considerazione le condizioni (1) o interamente
o parte, allora si tratta del cosidetto problema degli estremi liberi. Con il
ragionamento eseguito si possano dare le pili generali funzioni di invarianza
anche in questo caso, ma oltre alle condizioni (5) e (6) si presentano anche
nuove condizioni negli estremi.
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