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Analisi matematica. — Sulle funzioni di invarianza più generali 
del calcolo delle variazioni unidimensionali di ordine qualsiasi. Nota 
di A ndras Kosa, presentata (*} dal Socio M. Picone.

Il concetto di funzione di invarianza è im portante per diversi problem i 
del calcolo delle variazioni, fra l ’altro per dare condizioni sufficienti per 
l’estremo assoluto. I lavori [ i ] - [ i3 ]  ed anche altri in preparazione si basano 
su questo concetto. Il problem a principale è, in ogni caso, quello di deter
m inare tu tte  le funzioni di invarianza rispetto al problem a considerato. Lo 
scopo della N ota presente consiste nel costruire le funzioni di invarianza 
più generali (appartenenti alla classe n  +  i) per il problem a di m inim o 
dell’integrale:

b

J M =  /  0  , y  > / ' ,  • • •, y (n)) d x .

A lcuni risultati particolari, in connessione a questo problem a, si trovano nelle 
N ote [12] e [13].

1. Farem o uso delle seguenti notazioni.
Sia n uri intero positivo arbitrariam ente fissato e prendiam o un in ter

vallo [a , b\ dell’asse reale. Si definisce, per ogni k — o , 1 , 2 , • • •, il dominio 
T k nel modo seguente:

T* = = { .* € [# , £] , — 0 0 < L - < + ° o  , i  =  o , 1 , • • •, k } .

Indichiam o con Ck (k =  1 , 2 ,• • •) l ’insieme delle funzioni definite in [a , ò] 
ed ivi continue, con le loro derivate fino all’ordine k  incluso. Sia, poi, 
/  (x ,yo  y i  , • • •, y n) una funzione definita in T n, ivi continua con tu tte  le 
sue derivate parziali a ll’ordine n - f- 1 incluso. È evidente che il funzionale

b

h  [y (*)] = J  f  (x  , y  (x) , /  ( * ) , • • • ,  y (n) (x)) dx
a

è definito per tu tte  le funzioni y  (x) e C2„ .
Siano dati, inoltre, in modo arbitrario , 2 n numeri: ao , <21 , • • •, an_\ ; 

bo , b\ , • • ■, bn^ i . Si dice che la funzione f n { x , y o , y i , - -  ■, y n) è una funzione 
di invarianza, se per ogni funzione y  (x) e C2„, verificante le condizioni

( 0  y (0 (a) =  % > y y) (b) =  b; ( i= o  , 1 , • • •, n— 1)

il funzionale J / [ y  (x )] ha sem pre lo stesso valore.

(*) Nella seduta del 13 marzo 1965.
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2. Definiamo, in T 2n, la funzione L / (x  , yo , y i  , • • •, y 2n) nel modo 
seguente: prendiam o una funzione y  (x) e C 2 e s e g u i a m o  tu tte  le derivazioni 
nell’espressione di Eulero:

A  O  , y  (*) , y  O ) , ■ ■ ■, y (n\ (x )  ~ ~ A ( x , y  (x) , / ( * ) , • •  •, y (n) (*)) +  ■■■

—  ̂ f y* (x * y-(x > y' (x ) >■ ■ ■ > y M (pò)

e poi poniam o nell’espressione ottenuta: (x) — y { (i =  o , 1 2 ri). Si
ha allora il

L emma I. — Condizione necessaria e sufficiente perchè la funzione  
f  (p° ì yo , y  1 , ■ • - , y n) sia una funzione di invarianza è che la funzione  Ly sia 
identicamente o:

(2) L f ( x , y o , y i , - - - , y 2 n )  =  o per (x , yo , y i  , • • •, y 2n) e T 2«.

La necessità della condizione (2) è ovvia. Per provare anche la sufficienza, 
consideriamo due funzioni: y \  ( x ) e C 2n e y 2 (x) € C 2„, verificanti le relazioni 
(1), e consideriam o la funzione

9 00 =  Jf  [yi  0*0 +  t ( y 2 (x) — y  1 0*0)] per o < V  <  1 .

E evidente che la funzione

y i  (x) +  t ( y 2 (x) — y  1 (pc))

appartiene a C 2,  ed anche che la 9 (t) è differenziabile in ( 0 , 1 ) .  Si verifica 
im m ediatam ente, in forza della (1), che:

è b

CO =  / ( 0 0 d *  =  f  2  (pò —y f  (x))}àx =
a a

b

=  I \ À  — ^  In +  • • • +  (—  I)" f y n | O2 ix) —  y i  (xj) dx  =
a

b

=  I  L  • ( y 2 (pc) — y i  (x)) dx  (1h
a

D a cui segue che
f  (t) =  o per o <  t  <  1,

e quindi
<?(i) =  9 ( o ) = ] / [ y 2 ( x ) ] = ] / [y1 (x )].

Con ciò il Lem m a I è dim ostrato.

(1) Con il segno ~  vogliamo indicare il fatto che gli argomenti delle funzioni assegnate 
sono i seguenti: yf> (x) +  t  [ y{f  (x) — y (f  {x)), i  =  o , i , - - - , n  risp. i  =  o , 1 , • • •, 2 n .
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Sia ora m  un num ero intero arbitrario  maggiore di 2 n. Consideriamo 
adesso soltanto le funzioni che appartengono alla classe Cm e che soddisfano 
alla seguente condizione, più generale della (1):

(3) y ( 0  (a) =  , y (i) (b) — bi (i == o , i , • • •, n)

dove i num eri an , bn sono arb itrariam ente fissati. Se l ’integrale Jf [y (x)] assume 
sem pre lo stesso valore rispetto a questa classe più ristretta  di funzioni, al
lora diciamo che /  (x , yo , y i  , • • •, y n) è una funzione di invarianza per il 
problema modificato. Si prova però, in modo ovvio, che anche in questo caso 
la condizione (2) è una condizione necessaria affinché la funzione /  sia una 
funzione di invarianza per il problem a modificato. Poiché la (2) è una con
dizione necessaria e sufficiente per il problem a originale, si ha il seguente: 

LEMMA II . -  Se la fu n zio n e  f  (oc , yo , y i  , • • •, y n) è una funzione  d i inva
rianza per i l  problema modificato, allora lo è anche per i l  problema originale.

3. Il calcolo della funzione Ly e la soluzione dell’equazione =  o p re
senta già nel caso n =  2 diverse difficoltà. Per questa ragione, per determ inare 
tu tte  le funzioni di invarianza, conviene cercare qualche altro metodo.

Nel caso n =  1 si prova molto facilmente che una funzione f  (x , yo , y  1) 
è una funzione di invarianza se, e soltanto se, essa ha la forma

/  =  N (pc , yo) +  M (x , yo) y ± ,

dove Nj, in To- D ’altra parte, tu tte  queste funzioni si ottengono nel
modo seguente: si prende una funzione arb itra ria  F (x , y)  e poi si considera 
l’integrale

b b

/"H7  F( ’ y (*))dx = j  {F:<: ’ y (*)) +  Fy (x » y (x)) y  (x)} dx
a a

per ogni y  (x) e C 2, verificante le convenienti condizioni (1). Nei casi n^> 1, 
come si vede subito, si può ragionare nel modo seguente: D ate le funzioni

F*' (x , yo , • • •, yl) (i — o , 1 , • • •, n —  1)

in modo arbitrario, si considerino gli integrali

b
f  dn

(4) J  dx„_i F ‘ (x , y  (x) , ■ ■ ■, y w (x)) d x  (i =  o , I , • • • , « —  i ) .
a

E evidente che tu tti questi integrali, calcolati sulle funzioni di C2n che veri
ficano la (1), hanno sempre valori costanti, cioè indipendenti dalla funzione 
y  (x). In  tal modo -  facendo eventualm ente anche la loro somma -  si otten
gono funzioni di invarianza. M a si vede subito che gli integrali del tipo (4) 
per 1 =  o , 1 , • • •, n —  2 si riducono tu tti agli integrali del tipo tipo (4) per
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i ~  n —  i . Sorge allora la questione di vedere se le funzioni di invarianza 
che si ottengono dall’integrale di tipo

b

j  i r  F ’ y > y' (*)>•••> y w-1) (*)) <3*

forniscono la to talità  delle funzioni di invarianza. A  questo problem a dà 
una risposta positiva il seguente:

4. Teorem a. -  Condizione necessaria e sufficiente perché la funzione  
f  (x  > yo , y  1 , • • •, y f)  sia una funzione d i invarianza è che si possa scrivere 
nella fo rm a

( 5 )  /  =  a " . ( *  , y 0 , ■ ■ ■, y n_ f  +  a% (x , y 0 , ■ ■ ■, y n̂ )  y x +  • • •

dove le fu n z io n i  oc* an. (i =  o , i , • • •, n —  i) soddisfano alle identità;

d0Ln _  3  d \ ^  _ 3  4
3 y . d x  ’ dy k dy ;

t , j  , k — o , 1 —  1 , j  =j= k ; (x , yo , y i  , ■ ■ ■, y „ - 1) € T n_ t .

L a sufficienza essendo ovvia (in virtù delle (5) e (6)), dim ostriam o la 
necessità delle condizioni (5 )-e (6). Osserviamo intanto che, se la f  è una fun
zione di invarianza, essa, in forza della ben nota condizione di Legendre, 
deve avere la form a

/  =  A  (x , y 0 , • • •, y n- i )  +  B (x  , y 0 , • • •, y n- 1) y„ in T „ .

Per provare la necessità delle condizioni (5) e (6) procediamo per induzione 
Rispetto ad n:

a) Per n =  1 l’affermazione è ovvia. Noi la dim ostriam o anche per 
n — 2 per illustrare il ragionam ento che poi faremo in generale. Supponiam o 
dunque che la funzione

A  =  A 2 (x , yo , y i )  +  B2 (x , y 0 , yi )  y2

sia una funzione di invarianza. Prendiam o allora una funzione <S> (x , y 0 , y{)  
tre volte differenziabile soggetta alla condizione seguente:

(x  > yo , y i )  =  B 2 (x  , y 0 , y ì )  in T i .

È  evidente che le funzioni

(71) h  =  ®*(x  , yo , y \ )  +  (x , yo , y  1) y i  +  (x , y 0 , y{) y 2 ,

(72) f z  — j~2 =  A 2 ( x  , y 0 , y  1) —  0 x (x , y 0 , y ì )  —  (x , y 0 , y ì )  yx
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sono funzioni di invarianza. La funzione (72) non contiene la variabile y 2 , 
quindi è una funzione d i  invarianza anche per i l  problema modificato dove 
n =  1 , m  =  4. In virtù del Lem m a II la (72) deve avere la forma

A ~ T 2 =  a 2—  %  —  ~  a l ( x  > yo) +  aK x  > y f ) y x in T i ,

dove
3 3

(8) - fy -  al (x  ’ Lo) =  -Jjr4  (x , y 0) in T 0 .

Si ha dunque:

/ 2 — (a1 -f- <£*) -f- (^o +  O^0) y \  +  • y 2 .

Preso a2 =  a1 +  <S)X, <22 =  +  ®y0, a\ =  ®yi e tenendo presente la (8), si
vede subito c h e /2 è della form a (5) ed anche le che condizioni (6) sono soddi
sfatte. Con ciò la necessità è provata per il caso n =  2.

b) Nel caso generale si ragiona analogam ente al caso n =  2. Suppo
niam o che l ’affermazione sia stata  già provata nel caso n —  1 ( >  2), e dim o
striam ola per n. Prendiam o una funzione di invarianza per il caso n\

fn  — A n (x  , yo , y i  , • • •, y„_ 1) +  Bn (x  , y 0 , y i  , • • •, y n_ 1) .

Sia adesso ^ (x  > yo , • • •, y n- 1) una funzione (n +  1)-volte differenziabile 
la quale soddisfa alla identità

d (x , y 0 ■>•••> y n—1) — Bn (x  , yo , • • •, y n—1) in T n_ i .•S n — l

È  ovvio che le funzioni

(91) f» =  tyx +  tyn - y H --------1 -K - 1  - y » ’

(92) / * — / « =  A„ — <\)x —  <5f y , - y i -----------

sono fuhzioni di invarianza. Poiché la (92) non contiene la variabile y n , essa 
è una funzione di invarianza per il problem a m odificato (caso n  —  1 , 
m =  2 n). In  forza del L em m a II  la funzione (92) deve avere la form a

fn  fn a” 1 (x , y 0 , ■ ■ ■, y n_f) f - a ” 1 (x , y 0 , ■ ■ ■, y n_f) • y x +  • • •

dove

(io )

— f- al À (* > y 0 >■ ■ •> y n-à -y» - i>  

3a”-1 _  ^ r 1 ^ r 1 _ ^ r 1
dy. ~  dx ’ dyk ~  3'y. 1T

i t J 1 k — o ,  i , • • - , n —  2 ,  j  =j= k .

Si ha dunque

/ ,  -  («—  +  «  +  ( « r 1 +  4v > ,  +  • • • +  ( K - l  +  -y .
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Preso oin =  an~l +  ^ ; an. == an~x -f- d/. (i =  o , • • •, n  —  2) ; ^  , == di' e 
T x  * * T y t- v /  ’ J ’ »—1 r y n—1

tenuto conto delle condizioni (io), si vede che la f n è della form a (5) ed anche 
che che le condizioni (6) sono soddisfatte.

Con questo il T eorem a è dim ostrato com pletam ente.

5. Facciam o le seguenti osservazioni:
a) Nel caso n =  2 si può calcolare molto facilm ente la funzione 

L / (x , y Q , y x , y 2 , V3 > y ^ -  Tenuto conto della form a della funzione di / :

f  =  A  (x , y 0 , y i )  +  B (x , y 0 , y i )

si prova (ved. [13]) che la iden tità  (2) in questo caso è equivalente al seguente 
sistem a di equazioni a derivate  parziali:

\ 2  B j '0 A y iJ 'i  X̂VX T  B  l'o yr' yi  —  O
C11)

f ^ x y x +  ^ x x  T" (2 Bx y0 - ^ y y 01)‘Tl “f" ~  O*

Dal T eorem a segue che la soluzione generale del sistem a (11) ha la form a 
seguente:

A  =  a (x  , yo , y i )  +  b (x  , yo , y i )  y i  ; B =  c (oc , yo  , y i ) ,

dove
&y0 bx ) &y1 ^  Cx J A, ĵ/0 in T 1 .

Se non prendiam o in considerazione le condizioni ( 1 ) 0  in teram ente 
o parte, allora si tra tta  del cosidetto problem a degli estrem i liberi. Con il 
ragionam ento eseguito si possano dare le più generali funzioni di invarianza 
anche in questo caso, m a oltre alle condizioni (5) e (6) si presentano anche 
nuove condizioni negli estremi.
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