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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Teoria dei numeri. — La constante d  Euler est irrationnelle. 
Nota di A l e x a n d r e  F r o d a ,  presentata^ dal Socio B. S e g r e .

C ette  N ote se propose de prouver l’irra tionalité  de la constante 0  de 
Euler p a r un des critères param étriques de [ 1 ].

On définit 0  -  comme de coutum e -  par la formule

(1) 0  =  lim f 1 + — +  ••• +  —------ L A  ,
r  00 z  r  )

où Lp, désigne le logarithm s natu re l du nom bre réel f x >o .  En rep renan t 
des notations antérieures, on pose

(2) a =  e  , 0 C * = I +  — H--------1- — —  L r  , r  e S =  { i , 2 , • • •} •

Puisque oc* d é c ro ìt(2) lorsque r  parcourt la suite croissante S des nom bres 
naturels, on est dans un des cas a* de [i], avec

(3) oc =  lim oc* (a =  0).
r 0 0

On appliquera au nom bre lim ite oc le critère param étrique d ’irra tiona lité  C* 
de [1], é tendu (3) en renon£ant à la supposition de son énoncé, selon laquelle 
les nom bres a ? , qui tenden t vers a, devraient ètre rationnels. O r cette condi
tion supplém entaire est superflue, comme il résulte de la dém onstration mème 
du critère Ci , donnée en [i] (4).

On pose

(4) «? =  —  , x r =  r \  (r e S)

(*) Nella seduta del 13 febbraio 1965.
(1) L’irrationalité de 0  est présumée en [3] §4.2, quoique «encore non-demontrée ».
(2) La décroissance des a  * pour r  >  r0 (assez grand), lorsque r  parcout S en croissant, 

est strictement impliquée par:

Aa* ar+ 1 r  +  1
I I \ _  ---r  H- I
r  2 r2 ) 2 r2(r-f-i)

(3) Une extension pareille a été introduite aussi pour le cas a de [1], où les nombres 
ar , tendant en croissant vers a, ont été supposés rationnels dans l’énoncé du critère Ci. 
On a étendu ce critère en [2], en y renongant à cette condition supplémentaire qui 
n ’intervient pas dans la démonstration du critère C i, donnée en [1 ].

(4) Dans le cas présent, les valeurs a* (r= |= 1) définies en (2) sont irationnelles, tout 
comme les L r( re S )  respectifs, dont elles ne diffèrent que par des nombres fractionnaires.
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e t Fon choisit les param ètres

(5) ?r =  ~ T  (reS )® .

On a done, en vertu  de (4), (5),

(6)
X r

Qr
=  r  + 1 y*

q r

X r

ir
y f
X r

=  (r  +  1) a* ( r e  S ).

Le critère C*, étendu au sens de la rem arque precedente, s ’exprim e p ar la 
paire des conditions ([ i] , 2.2.) qui suivent.

A* : On a, pour to u t r  >  r0 (assez grand) Finégalité (stricte)

(7) y*+i— A + i y* , y*+2 — A +2 yr+i<
Xr +1 P r+ lx r Xr +2 Pr+2 Xr +1

où l ’on a posé, p a r définition,

Qr + 1
Pr+l = Qr

( r e  S ) ,

( r e S ) .

B*: Pour une suite infime, croissante, Si, d ’indices r  =  rv , on a les iné- 
galités (au sens large)

(8) Cv > C v+l , V)rv >lf),*V+i Ov rv + l >' V € S),

où Fon a, car c’est un des cas a* de [1] 1.2,

(9) , v)* =  1 —  F  —  ( r e  S)<®.

On peu t aussi rendre le critère C* sous la forme plus commode des quatre  
conditions sim ultanées suivantes, suffisantes dans leur ensemble à F irration- 
nalité de oc, lim ite décroissante des a* . L a paire A* 1 , A* 2 im plique A*, 
tandis que la paire B* 1 , B* 2 équ ivau t à B * .

Condition A* 1. -  Pour to u t r  > r 0 , où r0 est assez grand, on a Finégalité 
(stricte)

( io ) y?+1 yr <  y?+2 _  y?+i
Qr+1 Qr Qr+2 Qr +1

C '.eS);

(5) Les paramètres qr satisfont ici aux conditions générales [6] et [4] a* de [1], car

en vue de [4], [5], [6] on a Xuxvxr\qr =  00, pour r ~  00 et aussi _pr+1 =

L’on en tire firJrl< y*+1
y?

Qr+i _  (r +  i)2 
r +  2qr

(r +  1) ——A , car on a Finégalité (*) (r +1) a* <  (r +  2) a*+ 1 ,

r  G S, qui équivaut à a* +  (r +  2)
- L ( I + y

>  o , (re  S).[r  +  1 \ r  , J
Or cette iiiégalité est satisfaite pour tout rC-S, comme on le vérifie directement pour

r =  1, r  =  2 et qu’il résulte pour tout r>  3, car L ( 1 -f — ] < ~  et qu’on a  a* >  6 >  — •
V r  / r  • r 2

(6) Pour tout réel, on pose Fp.=p.—Ep., où  Ep est l’entier satisfaisant à p —1 < E p < p , 
de sorte que Fon a o <  Fp <  1.
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Condition A f a .  -  Pour to u t r > r 0 , on a Pinégalité (large)

( i i ) *V +1 
1

^  ^r + 2 
Qr ~~-?r + 2

* r + 1
>  o

*r+1 (r 6 S) ;

Condition B*i .  -  Pour chaque indice r  =■ r v d ’une suite infime, crois- 
sante, convenable S iC S , on a Pinégalité (large)

( I2) £ v ^  £ y +1 (rv <  ry+1 , V e S);

Condition B*2. -  On a aussi, pour la mènae suite S iC S  d ’indices 
r  =  ry infime, croissante, Pinégalité (large)

( J3) r*y >  r,* : 1 (rv< r v+1 , v e S).

On procèderà a une dém onstration par Pabsurde de P irrationalité de 
a =  0 , en vérifiant d ’abord que les trois conditions précédentes A^ i , A*2, 
Bi 1 sont satisfaites, si Pon a choisi convenablem ent comme ci-dessus en (5) 
la suite de param ètres qr (r e S). En voici le détail.

A t  i -  En vertu  de (6), on écrit (10) sous la forme

0 4 ) 2 (r +  2) a*+1 <  (r +  3) a*+2 +  (r +  0  »

qui revient, après diverses simplifications, à

( j s) (r +  3 ) L ( i + a . ) . < 7a 7 + 2 ( r + 2 ) L ( i + a ) .

E n y div isan t ensuite chaque m em bre par r 2, après leur m ultip lication par 
r  ~b 2, on ob tien t Pinégalité

(l6) I 1 +  - ) ( !  +  f ) L (I + 7 -)< A  +  2 (i +7-)2 £ (i +  p);

celle-ci, par développem ent, se m et sous la forme equivalente

(id )  1k ' / r “  r 2 r  -̂8 ^  r ■ r  2 1 r3 >

où X,, (jir res ten t finies pour to u t r  > r 0 , assez grand. Cela justifie Pinégalité (10) 
e t prouve la condition Ai 1.

Ai 2. -  En s’ap p u y an t sur (6), on écrit ( i r )  sous la forme

(r +  2) —  (r +  1) >  (r +  3) —  (r +  2) >  o ,

q u ’on vérifie directem ent.
B* 1. -  En vertu  de la définition (9), Pinégalité (12) s’écrit

(18) F - ^ > F  —  ,
V y qr qrt

où r ,  r- désignent aussi les nom bres naturels

(19) r  =  rv , r ' =  r y + 1 (r < r ' , v E S),
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représen tan t des term.es consécutifs d ’une suite infime et croissante S iC  S, 
à fixer convenablem ent. Or, en invoquan t (6), cela revient à l ’inégalité (large)

(20) F  ir  +  1) >  F  <y +  1) ;

celle-ci est vérifiée pour tou te  suite Si C S , infime et croissante, d ’indices 
nom bres naturels, car on a pour chaque entier (i l’égalité F(i =  o, ce qui 
confirme B f 1.

Bt 2. -  On reprend la dém onstration  de l ’irra tionalité  de oc, en ad m ettan t 
-  p a r absurde -  l ’hypothèse de la ra tiona lité  de 6  défini en (1). On pose done

(2I) « =

où U , V sont des nom bres naturels, prem iers en tre  eux. Comme on a (6), (9), 
l ’inégalité (13) revient, pour une suite convenable Si, croissante e t infime, 
d ’indices (19) à

(22) F  [(r +  1) a* ] <  F  [(r' +  1) a*,] (r , r ' e  Si);

relation valable -  comme on va le voir -  pour to u t r >  r0 , où rQ est assez 
grand, déterm iné, e t pour un r' >  r , convenable, a ttach é  à r.

En se donnan t un s > o  très p e tit, on va prouver, en effet, q u ’on peu t 
lui a ttach er un r 0 assez grand, pour que r  >  r 0 im plique l ’existence d ’un 
r ’ >  r, tei que (22) soit la conséquence d ’une certam e relation (à trouver)

(23) F  [(r’ +  1) a*] =  F  [(r +  1) a*] +  e' (o <  s' <  s),

ce qui exige que £ soit pris inférieur à i — F [(r +  i) a*] >  o.
On constru ira la suite infinie Si p ar induction de v à v +  i (v € S), en 

se d o nnan t à chaque pas un £ == £v. On aura une solution, à la condition 
adm ise p ar la suite et exprim ée p ar Tinégalité

(24) X  S V <  I —  F [(ri +  I ) o£] v e S,

où ri est le prem ier term e de Si (vi =  i).
Pour la dem onstration, on pose d ’abord

(2 5) =  (r +  2) ix̂ +i — (r +  1) <4 > 0  (r € S).

A près sim plification, ce tte  égalité s ’écrit, en y développant

(25 a ) Ar =  «x*+i-----   +r  2 r  1 ó r 2
I I

o in I ( r > i ) ,

où $r est une fonction de i/r ,  qui reste  finie pour r  ~  00.
Soient t  >  o un p aram ètre  en tier e t h e S une de ses valeurs. En rem pla- 

can t r  p a r r  -() t  en (25), l ’on y prend t  — o , 1 , • • •, h —  1 e t l ’on ob tien t par 
addition

(26)
h- 1
2  — (r +  h +  1) OLr+h —  (r +  1) a ? .
/=0
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E n procédant de mème, à p a r tir  de (250), on ob tien t

(27) =/=0 *=o L

h- 1
+ 2/=o 6 {r -f-1)2

$ r + t
2 (r +  /) ‘ (r +  0 2

don't chaque term e 2  du second m em bre est une fonction de r  e t de h, dési- 
gnée p ar 9 (r  , li) e t (r > K) respectivem ent.

E n égalan t (26) e t (27), on y pose

(28) r' =  r  +  h 

e t Ton ob tien t

(29) ( f  +  1) a* =  (r +  1) a* +  9 (r , h) +  (r  , A) ,

où Fon a pour to u t r  e S Finégalité 9 (V , h) >  o, qui résulte des relations

a*+/+i >  ■ . E n parcouran t S, on prouve Fexistence d ’un h auquel

correspond en (28) un  nom bre natu re l r' vérifiant (22).
On le dém ontre en com m engant par rem arquer que, pour to u t r  >  f i , 

assez grand , convenable, on a pour to u t h  arb itraire;

(3°) r  >  ri => o <  <J/ (r , h) <  — e (h e S);
k - i

car ; 2  "6 (r  _P'^2 est une m aj o ran te de ^ (r  , A) e t une fonction de r  ten d an t

à zèro, pour to u t h fixe e t r ~ o o .  En vertu  de la définition de 9 ( r , h) en (27) 
on p eu t écrire

(3 1) <? ( r , / i ) — ha =  2  («?+< +1 — oc) —  2  1 ,
*=0 /=0 +  ^

où chaque somme 2  du second m em bre est une fonction de r  e t de h, à designer 
par 91 (r  , A) e t —  92 (r , A) respectivem ent.

Or, en vertu  de Fhypothèse (21), on peu t distinguer, parm i les valeurs 
h e S, les nom bres natu rels

(32) =  m v (m e S);

e t Fon vérifie, en invoquan t (21), q u ’on a aussi

(33) k m oc =  m u (m u e  S).

De (29), (31), (33), on ob tien t pour k  =  h m Fégalité

(34) ( r ' +  1) oc*—  m u  == (r +  1) oc* +  91 (r  , k m) —  92 (V , Aw) +  + (V , Aw).

On va prouver Fexistence d ’une valeur m ode l’indice m e  S, telle que pour 
to u t r > r 2 assez grand, convenable, on ait:

(35) =  mo , r  >  f2 => o <  F  [92 (r , hm)] <  (r , Aw) =
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En effet, pour to u t r  fixe, la somme 92 (r , k), distinguée en (31), croit
00

avec h e t tend à l’infini, la sèrie 2  — ét ant  divergente. On prouve
t 2 V  + t )

(35) , en u tilisan t la représen ta tion  usuelle des nom bres e t des intervalles 
sur l’axe réel, ainsi que leurs congruences modulo 1 (7).

Soit im =  [ 9 ^ ,  9(m+1)] l ’in tervalle réel, où 9^) =  92 (r , hm). En passan t 
de m  à m  +  1, e t com pte tenu de la définition de 92 (r , h) précédente, la 
longueur de im satisfera à

(36) O <  92 (r., hm+l) —  <P2 (r  , h m) <  ^

e t tendra  done vers zèro, lorsque r  tend à l’infini, pour m  donné.
Il en résulte que la longueur globale de deux intervalles contigus donnés

im e t im-i peu t etre  rendue inférieure à - s ,  pour to u t r  >  r2 , où F2 est assez

grand, convenable e t f 2 >  f i ,  où f \  p a ra it en (30). En fixant ainsi r, on pourra 
d istinguer les indices m e S, tels q u ’en im_i se trouve un poin t d ’abscisse en- 
tière; e t alors l’in tervalle F  (zm), congruent à im modulo 1, sera un in tervalle 
contenu en [o , en vertu  de (30) e t de l’inégalité concernant la longueur
de im—i U tm, pour r  assez grand.

Soit mo le plus p e tit des m  ainsi distingués. En le choisissant, on calcule 
A»*0 p ar (32) e t il en résulte la vérification directe de (35) par la construction 
de F  (4 0 , q u ’on vient d ’indiquer.

E n fa isan t appel à la définition de 91 (r , h) en (31), on rem arque q u ’on 
peu t ob ten ir

*»*o “ 1
(37) O ^  f (oCr+tf + l Oc) ^  (p̂ r+1 &) — £ ,

t =  0

pour to u t rs, assez grand, convenable. Or, par définition,

(38) ?2 (r , hma) -  E  [<pa (r , hm̂ \  +  F  [cp2 (r , hmo)] .

L ’on pose enfin

(39) ro =  m ax { r i , f2 , r%}.

L ’égalité (34) entrarne done, p a r (35), (37), (38), (39) e t (30), où Ton in tro- 
d u it h =  hm̂ , la conséquence

(40) r  >  ro => ( /  +  1) 0$ +  E [<p2 (r , k mo) ] — m 0 u

- - (r- +  1) oc* +  { 91 (r  , hmo) +  ^>(r, hmn) -  F  [92 (r , hm̂ \ } .

L a difference des deux derniers term es de (40) est positive e t inférieure à 

+ (r , hm̂  < y i s , en vertu  de (35).

(7) Un in tervalle^ =  (X, p.) de l ’axe-réel a, parmi ses congruents modulo i, l’inter- 
valle Fj =  (FX, Fp), où l’opérateur F répond à la définition donnée en (6).
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On ob tien t l’inégalité (22) à dém ontrer, en p renan t £ assez p e tit e t en 
négligeant Ten tier E  [92 (r , hm̂ j \— m § u ,  com pte tenu de (33); car on n ’a 
q u ’à rem arquer, de plus, que (30), (35), (37), (39) en tra inen t, pour r  >  r o ,

(41) o <  s' =  <pi (r , k„0) +  (r , k„a) —  F [92 (r , hmJ\  <  e,

et l ’on est conduit à une relation de la forme (23), qui im plique d irectem ent (22).
En se donnan t enfin des £ =  ev (v e S) satisfaisan t à (24), e t en ité ran t 

indéfinim ent le procédé q u ’on vient de’ achever, on constru ira successivem ent, 
par induction, à p a r tir  de r  donné, la suite infime croissante Si des r v ; e t la 
condition Bi 2 sera satisfaite.

E n résumé, les q u atre  conditions suffisantes d ’irra tiona litè  de a -  du 
critère Ci -  seraient done vérifiées à la fois, dans rh y p o th èse  (21) de ra tiona- 
lité de a, ce qui en prouve Tabsurdité. Son contraire a été done dém ontré, 
c’e s t-à -d ire  le nom bre a =  est irrationnel.
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SUNTO. — Poggiando su di un precedente criterio, di carattere asintotico, si dimostra 
l’irrazionalità della costante 6 di Eulero.


