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Magnetoidrodinamica. — Moto lento stazionario magnetodinamico 
di un liquido viscoso elettricamente conduttore in un involucro sferico. 
Nota I n del Corrisp. Cataldo A gostinelli.

Il problem a del m oto lento stazionario di un liquido viscoso ellettrica- 
m ente conduttore, contenuto in un involucro sferico rigido in m ovim ento, 
e immerso in un campo m agnetico uniform e, ha particolare im portanza per
10 studio del m agnetism o interno della terra  (1).

In  questa N ota I considero intanto le equazioni m agnetoidrodinam iche 
della m assa liquida nell’ipotesi che sia trascurabile la corrente di sposta
m ento in confronto della corrente di conduzione e che la velocità delle parti- 
celle fluide e il campo m agnetico indotto siano in grandezza sufficientemente 
piccoli da poter trascurare i term ini di ordine superiore al prim o.

In ta l caso, e nell’ipotesi di moto stazionario, il vettore vortice e il vettore 
corrente di conduzione sono legati da due equazioni differenziali alle deri
vate parziali del 2° ordine in cui interviene il A2 di Laplace. E lim inando da 
queste equazioni, o l ’uno o l ’altro dei vettori incogniti, si ha che tan to  il 
vortice, quanto la corrente di conduzione soddisfano a una stessa equazione 
differenziale del 40 ordine in cui figura il doppio A2 di Laplace.

Dopo ciò in questa N ota mi sono proposto di determ inare il vettore vor
tice e il vettore densità di corrente di conduzione per mezzo dei valori 
com unque assegnati in superficie. L a questione è stata  rido tta  alla risolu
zione di due equazioni funzionali indipendenti.

M ostro poi come il problem a si risolve col m etodo delle approssim azioni 
successive nel caso in cui il coefficiente di viscosità e il coefficiente di 
diffusività m agnetica soddisfano a una determ inata lim itazione. Se gli inversi 
di questi coefficienti sono poi sufficientemente piccoli da poter trascurare 
i term ini di ordine superiore al 2°, si hanno in term ini finiti i valori del 
vettore vortice e del vettore corrente di conduzione in un punto interno della 
sfera, per mezzo dei valori assegnati in superficie.

Le form ule così o ttenute si semplificano ulteriorm ente nel caso p a rti
colare in cui l ’involucro in cui è contenuto il liquido viscoso, conduttore, 
si m uove con velocità di traslazione uniform e e con velocità angolare di 
rotazione costante, poiché allora, bagnando il liquido le pareti del recipiente,
11 vortice in superficie risu lta  costante.

2. Indicando con Ho =  Ho a il campo m agnetico uniform e in cui è 
im m ersa la sfera liquida, avente la direzione del versore costante a, con (*)

(*) Presentata nella seduta del 13 marzo 1965.
(1) Per la questione analoga nel caso dellTdrodinamica pura vedere la Nota di T. B o g -  

GIO, Sul moto stazionario lento d i una sfera in un liquido viscoso, « Rendiconti del Circolo Mate
matico di Palermo », tomo X X X , anno 1910.
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Ho J  la densità di corrente di conduzione, con v  la velocità delle particelle 
fluide, p  la pressione e po la densità (costante), con /  la forza di m assa, le 
equazioni da considerare, quando si trascura la corrente di spostam ento in 
confronto della corrente di conduzione, sono

7 rot H  =  Ho J
■ di)
I P » * = P o / + ^ r° t H A H  —  g ra d p  +  p0M 2v  

(1) < div v  =  o

|  - ^ r  +  rot (H  A ®) =  7iA2H , (r) — i/((ia)) ,

\ div H =  o

dove  p. è la perm eabilità m agnetica del mezzo, <7 la conduttiv ità elettrica, 
e k il coefficiente di viscosità, che supponiam o tu tti costanti. Nel caso di 
piccoli m ovim enti stazionari, trascurando i term ini di ordine superiore al i° 
rispetto a v e  sue derivate, si può porre dv/dt =  o. Supponiam o inoltre che 
le forze di m assa derivino da un potenziale U , cioè / = g r a d U ,  e che il 
campo m agnetico indotto, che indichiam o con Ho h, sia pure stazionario e 
dell’ordine della velocità. Ponendo allora

(2) H  =  Ho (a +  h)

le equazioni (1) si riducono alle seguenti

(3«) ro t h =  J

(3*) grad  (U —  — ) +  V i  ro t h A a +  M 2 v =  o
V Po >

(3r) div V — o

(3«0 rot (a A v) =  7]A2 h

(de) d iv  h =  o .

dove nella (33) è V a =  Ho ]/pt/p0 la velocità delle onde di Alfvèn. 
Poiché risu lta

rot h A a =  a —  grad (JtXa) , 

rot (a A v) =  —  ^  a , 

essendo P un punto del mezzo, le equazioni (33) e (3^) si possono scrivere 

i M 2 V =  grad —  U +  Vf h X a) — V̂ i —  a

(4)
i)A2 h =  a



298 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. X X X V III -  marzo 1965

dalle quali, prendendo il rotore di ambo i m em bri, si deducono le equazioni

(5 )
M 2 ( r o t « ) = - V : ^ «

7] A 2 (rot h) d  (rot v) 
dP

Introducendo il vortice <o — rot v/2, e tenendo conto della (3*), le equazioni 
(5) si possono scrivere

(6.)

(6.)

A2 <0 =
v: dì
<ik dp

A T  2 d(i>A2 J  =  — — -75- a , 7] dP  ,

che sono due equazioni differenziali che definiscono o> e J.
Si riconosce subito che questi due vettori soddisfano a una stessa equa

zione differenziale del 40 ordine. Invero, applicando l ’operatore di Laplace 
ad ambo i m em bri della (6«), e avendo riguardo alla .(3*), si ottiene

(7 ) A 2 A 2 w - - — ~ c a .kf\ d  P2

Identica equazione si ha per la corrente di conduzione.
Scegliendo 1 asse z  nella direzione e nel verso del versore a, le equazioni 

(6) diventano ovviam ente

(6' )

V 31A — a d }II2 M = -------- r  77-2 k dz

A l   ̂ ■ c>(ì)J = ------------- •7] dZ

3. Ci proponiam o ora di determ inare il vortice <0 e la corrente di condu
zione J, soddisfacenti, in ogni punto interno alla sfera S di centro O e raggio 
R, alle equazioni (6') e che sulla superficie cr assum ano i valori assegnati

(8) a> =  wG , J  =  J 0 , (sopra a).

Poiché div to — o, e div J  =  o, per il teorem a della divergenza questi valori 
assegnati in superficie devono soddisfare alle condizioni

cùa X n -d <3 =  o J 0 X n • da =  o .

Ciò premesso poniam o oj — «q -j- o>2 con <o1 vettore armonico che assume 
su cr il valore o>0, ed 6)2 tale che

(9) A2 — V.  3J r  n\ 
V T a F ’ l̂ n S ) «> 2 (su cr).

P;er la form ula di Poisson si ha

(io) Ol (P) : R2 — p' 
4 ttR

ojg (M) do.
' PM
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dove D (x , y  , z) è un punto interno alla sfera, M (x\ , y i  , zi)  un punto varia
bile nell’in terno o sopra la superficie cr; inoltre è p == OP =  ]x 2 +  y 2 z2,

ed r PM =  VO7'— Xl)2+ —  y ì f - \ - ( z — z i)2. Essendo poi G (P ,M ) =  — — —  2- 
la funzione di Green per la sfera, dove r' è la distanza da M dell’im m agine 
P ' di P rispetto alla sfera ed r  =  r pM , il sistema (9) porge

(1 1) «*(P) =
K

8 izk G ( P , M ) ^ < / S m

dove si è indicato con <̂ Sm l ’elemento di volume della sfera nell’intorno del 
punto M. Si ha quindi

<■’ > *”<p > -  +  £ / g  (P . M ) » ^ .

Analogam ente, posto J  =  J i  +  J2 con J i  vettore armonico che sulla super
ficie a assume il valore J 0 , e con J2 tale che

C13) A2 J2 =  —  — —  , (in S) ; J2 =  o , (su cr)
si ha

C 4) J  (P) -  (P, M) .
ò S

Si riconosce facilm ente che le equazioni (12) e (14) si riducono a due equa
zioni integrali del tipo di Fredholm  con nucleo uguale a cG/dzi. 

Sostituendo la (14) nella (12) si ottiene

O s)
*  ' r PMa

R2~ P i f  ja(Q)

__ R2— p2 / Q>o (M)
m 1 8 n/èv *

4 tcR -da,
rMQ s"

'M

dove Q (x2 , y 2 , #2) è un secondo punto variabile di integrazione.
Ora, essendo ^ una funzione qualsiasi del punto (scalare o vettoriale), 

si ha (2)

(16) G ( P , M) dzi G (M  ,Q ) ^ (Q) <fSq • dSm =

=  2 n I  (2l — z) G (P , M) 4- (M) afSM .

(2) Si osservi che entrambi i membri della (16) si annullano su a, e che i loro A2 sono 
eguali in S. Infatti, posto

u ( P ) = - ^ l G ( P , M ) 4>(M )dSM , w (P ) = [ g ( P , M ) —  f iG (M ,Q )  + (Q)rfSQ].fllSM,
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07 )

La (15) si può scrivere allora

®(P) = 4 tcR
rPM M * 8 7T/è

R2 'Pi
4 7TR f 1

(Q)
MQ

' dS M +  l ^ f G (P, 32'i

Analogam ente, sostituendo la (12) nella (14) si ha

(18)
^  ' r PM

tW/G(P.M)̂ T
-  I “ 3 ® . * Q4 ttR

r MQ
^S M +  ^  f  (*, G ( P , M) d S . . .dZl M-

Le (17) e (18) costituiscano due equazioni funzionali indipendenti che defi
niscano il vettore vortice «> e il vettore densità di corrente J  in un punto 
interno alla sfera per mezzo dei valori com unque assegnati in superficie.

E  opportuno osservare che una volta derterm inato il vortice «> m ediante 
la C17)> la corrente di conduzione J  è fornita senz’altro dalla (14).

4. Se invece delle equazioni (6') consideriamo le equazioni

(19) A2 «* = V* ? 3 J  , a 2j  =  ~ - ^ 4d̂z2 k 3 z

si ha che w  è la soluzione del sistema

3 C
A2 w  — — 4 izu =  — 4 7T / G4 dS , (in S) ; w  =  o , (sopra a ) ,

/ G (P ’ M> Ì  [ / G (M > Q) <KQ) ^Sq] ‘dSu  =  -  4 ti 4S , (in S ) ,

G (P ,M ) <̂ SM =  o , (sopra a ) .

Si ha poi

e

A2

| g ( M , Q ) 4 (Q )4 Sq
S S

j { z i  —  z) G (P , M) 4 (M) dSM =  J z iG ty d S  — z j G^yS =  o , (sopra a ) ,
3 s s

j"(zi - z) G4 dS — A2 j  z i  G4 dS — A2 ^z j"G4 dS ĵ =  — 4 tu zty —  2̂ j  G<Ji dS  —■ 4 n:z^) :

dz j  G tydS.

Dal confronto risulta l ’asserto.
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dove £ è un param etro costante che poi porremo uguale a 1, con le con
dizioni a) =  <1)G e J  =  J 0, sopra la superficie a, applicando il metodo delle 
approssim azioni successive poniam o

(20 ) i — «*0 +  \  0>1 +  ft»2 +  •

1 J  =  J o +  U i  +  ¥ h +  •

Avrem o allora

(2 0  |
A2 o>0 =  0  , (in S) ; <o0 =  O0 , (sopra cr)
A2 Jo =  0  , (in S) ; Jo =  J 0 , (sopra cr)

l A 2 <o, =
(21 ')

( A2 J,. =

V 2a d j. 1
—  2 k dz . (m  S) ; 0 =  0 , (sopra a)

2 i
~  -fi dz ’ ( ln  S ) ’ L  =  0  > (sopra <t) , (1

I vettori arm onici c*>0 , J 0 si ottengono applicando la form ula di Poisson 
e si ha

R2— P2 r WG (M)Wq j

4"R J
a

r3 ' PM

Jo (P) = R * - p *  f h  (M)
4 ttR J

a
r3rPM

da.M

(22)

m entre i vettori tu, , sono dati successivamente dalle formule ricorrenti

v;
(p) =  t o  / G (p > m )

(23)

J (P) = 2 TT7]

dzi dSM

3«V-1G (p ’ M) ■ d ‘Z l ^SM, (* =  i , 2 , 3 , - . - ) .

I vettori o>0 e Jo sono finiti in S colle loro derivate successive. Se poi 
supponiam o che i vettori assegnati w0 , J 0 , abbiano derivate del i° ordine 
finite e continue, allora si può vedere che i vettori e>0 , J0 sono finiti colle loro 
derivate parziali prim e anche nei punti della superficie e, e queste non sor
passano in valore assoluto certi valori l im it i(3).

Col noto procedim ento di P icard si dim ostra allora che la serie (20), 
e quelle che si deducono prendendo le derivate fino al 20 ordine, sono asso
lutam ente éd uniform em ente convergenti per 4 =  r, se è soddisfatta la con
dizione

(24> RS' 4 < 1 '

(3) Cfr. H adam ard, Sur Véquilibre des plaques élastiques, etc. § 8, «Annales scienti- 
fiques de l ’École Normale Supérieure de Paris», 3e sèrie, t. X VIII, 1901.
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In questo caso le serie (20), per E, — 1, forniscono i vettori o> e J  soddisfa
centi alle equazioni (6') e che sulla superficie della sfera assumono i valori 
assegnati.

La condizione (24) richiede che il coefficiente di viscosità k sia sufficien
tem ente grande e così pure il coefficiente di diffusività m agnetica vj =  i/(p.cr), 
che cioè sia sufficientemente piccola la conduttiv ità elettrica <7.

Se supponiam o che il coefficiente i/(/bj) =  [ic/ky sia tanto  piccolo da 
poter trascurare i term ini in 1 /(>è2y)), e 1 !(krf), e quelli di ordine superiore, 
dalle equazioni funzionali (17) e (18) si deducono le relazioni

(2 5) «,(P) = R2-p s  
4 tcR

v?
r  PM 8 izk G ( P , M) czx

+
v a

8 7T krr\ (*i— * ) G ( P , M )

S

3
dzi

R -Pi

R2- P i  
4 ttR

4 tuR 

(O C  (Q) dS r

■ Jg(Q)
rMQ

v s .

drSr, V SM +

'MQ

c - >

+
v ta

8 izkrr\

'  PM
—  / G ( P , M )  —2 TUT) J x 7 dZl

S

R2- P 1 j ota (Q)

r
j  (^i — z) G (P , M) dZl

R2- P i  
4  tuR

4 tuR

h  (Q)

-

' mq

'MP

che forniscono in term ini finiti i valori del vortice a> e della densità di cor
rente di conduzione J  in ogni punto P interno alla sfera per mezzo dei 
valori assegnati in superficie.

Nel caso particolare in cui l ’involucro sferico in cui è contenuto il liquido 
viscoso, conduttore, si m uove con velocità di traslazione uniform e V0 e con 
velocità angolare di rotazione costante & o , poiché il liquido bagna le pareti 
dell’involucro in superficie deve essere v =  Vo +  i2o A (P —  O), e quindi

«>c =  — (rot v)a =  i20 (vettore costan te).

(27)

(28)

In tal caso le formule (25) 2 (26) diventano più sem plicem ente

(P) =  S o + 8 ^ / G ( P , M ) ^

J (P )  =
R2-

4  tcR

s

Jg (M)
r3 7 PM

l 2- 
4 ttR

r 2 ~ P i f  Jg(Q)
4  tuR

dar
rMQ

v: a
dzi

^ rMQ
•dS M :

da cui risulta che nel caso considerato la corrente di conduzione è indipen
dente dalla rotazione uniform e della m assa fluida.



Cataldo Agostinelli, Moto lento stazionario magneto dinamico, ecc. 303

Summary. — The question which relate a slow steady motion of a viscid and electrical 
conducting fluid, in a moving spherical rigid envelope, which is plunged in a uniform magnetic 
field, has particular interest for the study of the inner magnetism of the earth.

In this first paper the author considers the stationary magnetohydrodinamic equations 
in the case of small velocity and weak inducted magnetic field, and meanwhile he shows that 
the vortex vector and the conductive current verify a some differential equation of the fourth 
order.

After the author attends to determine the vortex vector and the conductive current in a 
point within the sphere when theirs values are however asssigned on the surface.


