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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, m atem atiche e naturali

Seduta del 13 marzo J965 

Presiede il Presidente Beniamino S eg re

N O T E  D I  S O C I

Analisi matematica. — Sulla matrice risolvente di un sistema 
normale di equazioni differenziali lineari ordinarie con la variabile 
indipendente complessa. Nota II n  del Socio M auro Picone.

Con questa seconda N ota, dedicata allo stesso argomento tra tta to  nella 
prim a (1), mi propongo di considerare tre  esempi particolari, col prim o dei 
quali confermo, per altra via, le tesi dei teorem i dati nella prim a N ota e col 
secondo e col terzo m isuro la potenza dei mezzi di ricerca forniti da quei 
teoremi nei problem i d ’integrazione, in campi più volte connessi, dei sistemi 
norm ali di equazioni differenziali lineari ordinarie, con la variabile indipen
dente complessa. Nella presente seconda N ota faccio uso degli stessi simboli 
adoperati nella prim a, la quale sarà cita ta  con la notazione (N I).

1. Prim o esem pio. -  Considerando, come prim o esempio, il p artico la
rissimo caso p  =?= 1 e l’equazione differenziale, nella funzione complessa u (z):

( i - o

essendo y u n ’assegnata costan te complessa, A  il luogo dei p un ti del piano 
complesso z, per cui:

(1 .2 )  \ < \ z \ < A  ( X ^  o , A  ^ +  0 0 ) ,

(*) Presentata nella seduta del 13 febbraio 1965.
(1) Questi «Rendiconti», voi. X X X V III della Serie V il i ,  fase. 2 (Febbraio 1965).

19. — RENDICONTI 1965, Voi. XXXVIII, fase. 3.
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avendosi, ivi, con le f k costanti,

+00

0-3) /(* *)= k= — OQ
e

—  =  lim" \ f k I1/"5 , X =  lim" | / _  k \1!i,
£ - » + o o  ^ - > + 0 0

u n ’eventuale soluzione della (1.1), olomorfa in A, avrà ivi lo sviluppo in serie, 
a coefficienti uk costanti.

+ 0 0  

2  «***>

e l ’equazione (1.1) si traduce nelle seguenti, in tali coefficienti,

(M )  (fi +  1 — y) uk+1 = / k (k —  1 , o , 1 .)•

P ertan to , se y non è un num ero intero, se, cioè, l ’equazione omogenea 
(1.1)0 ha so ltan to  lo zero come sua soluzione olom orfa in A, esiste ivi, in ac
cordo col teorem a V II di (N I) una ed una sola soluzione della (1.1), olomorfa 
in A, poiché, con le uk d ate  dalle (1.4), si ha:

(1.5) lim” | ut \Vk=  lim" | f k \v* , lim" |« _ i |1/* = H m "  \ f - k \V t .
k —»-+00 k -> -f  OO k -»  +OO k ->  +OO

Se y è l’in tero  n-j- i ,  esistono soluzioni della (1.1), olomorfe in A, quando 
e solo quando risulti:

/»  =  I f  (s) z - (K+1) dz — o ,
f

designando V una qualsivoglia curva regolare, semplice e chiusa, tracc ia ta  in 
A, contenente nel suo interno, il continuo | z  | ^  X, poiché le (1.4) sono allora 
com patibili e, lasciando esse il coefficiente un+\ indeterm inato , determ inano 
tu tti gli altri, verificanti le (1.5). In  accordo col teorem a X di (N I), poiché, per 
Y =  n +  i, l ’equazione omogena (1.1)0 ha tu tte  le sue soluzioni olomorfe in A  
e , con c costan te arb itra ria , è una qualsivoglia soluzione dell’equazione
a quella aggiunta. A ncora in accordo col citato  teorem a X, l ’equazione (1.1) ha, 
allora, tu tte  le sue soluzioni olomorfe in A, date, con u0 costan te a rb itra ria  e 
il pun to  zQ a rb itra riam en te  fissato in A, dalla formola:

*0

l’integrazione essendo effe ttua ta  lungo una curva regolare di A, in particolare
poligonale coordinata, congiungente i pun ti z0 e z.
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2. Secondo esem pio. -  Come secondo esempio, consideriamo l’equa
zione differenziale, nella funzione complessa u (2):

(2.1) d u
~dz

1
2

1
z

per la quale il campo A" sia tu tto  il piano complesso, il campo A questo 
piano p rivato  dei p un ti ( 0 ,0 )  e (1 ,0 ) ,  il campo A' il piano stesso privato  
dei pun ti (x , o), con x<C 1. I tagli si riducono a due Ti e T2, essendo

il taglio T i, l ’in tervallo  aperto  o < ,x  <  1 , y  =  o , 

e il taglio T 2 , l’in tervallo  aperto  x  <  o , y  =  o .

L a m atrice risolvente dell’equazione è data , nel campo A ' X A ', dalla 
funzione

(2.2) M Z V Z ----  I

v ev  u u - ’

avendo assunto, per ciascuno dei q u a ttro  radicali scritti, la sua d eterm ina
zione principale (2). Scelti, ad arb itrio , sul taglio T i, il pun to  zi =  x i,  con 
0< Xl<  1, e, sul taglio T 2 , il pun to  £2 =  x %, con x%<. O, si ha, per ogni pun to  
£ del campo A',

’r+ ( z i , £) =  

r+ (z2 , 0  =

i  ]/ x x—  x\

MX MT^ì

—f A — x 2
7e7I=T

r  ( z i , Q =  — . , -
'  ^  r ? - i

|/ -Tg 2̂
r e  v e = T

e pertan to , ind icata  con à  l ’incognita complessa, valore della u (z), p rescritto le 
in un arb itra rio  fissato punto  z0 di A ', le equazioni (3.6) di (N I) si riducono 
alle due seguenti

(2-3)

o
2  U

Mzo Mzq--  I

*1

+  (n + )
f ®  dC

Mi; Mi— 1
%

+  (!!“)
*0

/f t jd e
Ve Ve— 1

=  O ,

(n + ) f ®  de
ve v e — 1 (H U

*0

f ®  de
Ve Ve— 1 — O .

(2) Essendo z  e y due numeri complessi, con s  ={= o, come determinazione principale 
della potenza z* intendo quella data dall’esponenziale:

e 1 Oog \ z \ + i z r g z )

designando arg z  l’argomento di z  verificante la limitazione — 7r <  argz  ^  n [cfr. PlCONE 
e Fichera, Trattato d ì  A n a lisi M atematica, voi. I, p. 431 (luminelli, Roma, 1951)].
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L a seconda di queste dà una condizione necessaria per l ’esistenza della 
ricercata  soluzione dell’equazione (2.1) a norm a della quale deve aversi:

(2.4) /n
f(z) dz 

1fz Mz— r =  o,

per ogni poligonale coordinata chiusa II, traccia ta  nel campo B, o ttenu to  dal 
piano complesso privandolo dei pun ti del segm ento o ^  x  1 , y  =  o, ciò 
che, del resto, subito si o ttiene dall’equazione (2.1), supposta s o d d is fa t ta la  
una funzione u (z), olom orfa in A, anche sostituendo alla poligonale coordi
n a ta  chiusa n ,  una qualsivoglia curva regolare chiusa, p u r essa del campo B. 
L a prim a delle equazioni (2.3) determ ina l’ incognita u e si ha dunque il 
risu ltato :

Condizione necessaria affinchè l'equazione (2.1) possieda una soluzione olo
morfa nel considerato campo A  è che, per ogni curva regolare chiusa F, tracciata 
nel campo B, si abbia

(2.5) f ( z)  àz

condizione sufficiente e che si verifichi la (2.4) per ogni poligonale coordinata 
chiusa n ,  di B. Soddisfatta questa condizione, esiste una sola soluzione della (2.1), 
olomorfa in  A, e vi è rappresentata dalla (3.3) di (N I), con la r (z , Q data 
dalla (2.2) e la quantità complessa u dalla prim a delle (2.3).

Si osservi che il fa tto re  1 [(fz f z —  1) del p rodotto  sotto  il segno dell’in te 
grale ai prim i m em bri delle (2.4) e (2.5) è soluzione, olomorfa nel campo B, 
dell’equazione omogenea aggiunta alla (2.1).

E  u tile no tare  che la prim a'delle (2.3) rappresenta , essa stessa, nel campo 
A ', la soluzione della (2.1), olomorfa in A, poiché, essendo zo un pun to  qual
sivoglia di A ', si o ttiene, da essa, sostituendovi zo con z, il risu ltato :

La soluzione u (z) della (2.1), olomorfa in A, è rappresentata, in A ', dalla 
J o r  mola:

(2.6) u (z) (" V Sz \ z -
ìft K-

, / ( 9  de +  ( i n
/ -

Mz Mz-
iMC

- / ( Q d C ,

ove z± è un qualsivoglia punto del taglio T i .
Se si tien conto della condizione (2.5), supposta verificata dalla f ( z ), subito 

si vede che la (2.6) rappresen ta  u (z) in tu tto  il campo B, consentendo alle 
poligonali I I+ e II di uscire dal campo A ', ma non di a ttrav ersa re  la fron tiera  
di B.

Siano r 0 (X) e Ti (X) due circonferenze di raggio X m inore di 1, aventi i 
centri, la p rim a nel pun to  (0 ,0 ) e la seconda nel pun to  (1 ,0 ). Per il calcolo di 
u (zy in un punto  di r 0 (X), d istin to  dal pun to  (X , o), si può sostitu ire nella 
(2.6), alla poligonale I I+ , l’arco di r 0 (X) percorso nel verso antiorario, con ori
gine nel pun to  (X , o) e term ine nel pun to  z  e alla poligonale II~ l ’arco di r 0 (X),
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percorso nel senso orario, avente per origine e term ine quelli del precedente, 
m en tre  si ha:

(27) “ w  = / ^ W / ® di:i
- r 0 (X)

avendo indicato col simbolo

j  (■■■)#,
- r 0 ( i o

un in tegrale esteso alla circonferenza TV (X) nel verso orario. Per il calcolo di 
u (z) in un pun to  di Tl (X), d istin to  dal pun to  (i — X , o), si può sostituire, 
nella (2.6), alla poligonale I I+ Parco di T. (X), percorso nel verso orario, con 
origine nel pun to  (1 — X , o) e term ine nel punto  z, e alla poligonale 11“  Parco 
di Ti (X), percorso nel verso antiorario , con origine e term ine del precedente, 
m en tre  si ha:

M )  « (I- X) ® dC'
+  Ti (X)

avendo indicato col simbolo

+ r x (>o

un in tegrale esteso alla circonferenza I \  (X) nel verso antiorario  (3).
Dalle (2.7) e (2.8), d e tti Mo (X) e M i (X) i m assimi di | / ( # ) [ ,  risp e ttiv a 

m ente, sulle circonferenze F q (X) e Ti (X), subito si deduce che:

su r 0 (x) , \u (z)\ ^  2 7tM o (X) x |//  i +  x
I —r X 3

su I \  (X) , ^  2 71 M i (X) X ^

e p ertan to  che:
La soluzione u(z) della (2.1), olomorfa in A, ha nel punto (0 ,0 ) o nel punto 

(0,1) un polo d'ordine non superiore a n — i se la funzione f  (z) ha in quel 
punto un polo d'ordine non superiore a n, ha un punto ordinario se la f  (z) ha 
in quel punto un polo d'ordine non superiore a uno; ha uno zero se la f  (z) vi è 
ordinaria, è funzione intera, nulla nei punti (0 ,0 ) e (0 ,1 ), se la f  (z) è funzione  
intera, ecc.

(3) Se nella (2.8) si sostituisce X con 1 —-X si trova per « (X), insieme alla (2.7) anche 
l’espressione

u(k) = n  n -
2 Ve Yc— i 

+ r 1( i - x )
■/(0 < ,

che dà alla u (X) il valore delle (2.7), in virtù delle (2.5), supposta soddisfatta.
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Q uanto  alla condizione (2.5), se si osserva che, per una circonferenza F (X) 
con centro nel punto  (0 ,0 )  e raggio X ^  2, si ha:

I f  (z) d z
I V  z  V'z—  1

r w

2  TU }/ 2  M, (X) ,

avendo indicato con M (X) il massim o di | f  (fi) | su F (X), possiamo dire che: 
La condizione (2.5) è soddisfatta se la f  (fi) è infinitesima alV infinito.
M a, in generale, la funzione f  (z), olomorfa nel campo A, vi am m ette  lo 

sviluppo in serie

(2.9) /(* ) - /o  +  2
k = i ■/>* +  / 4

f i
(* — !)*

con f k , / i  , / i '  costanti, per le quali

(2.10) lim | / , V  =  , lim I fk  r  =  l i m  | f i  \v* =  o ,
k —̂  00 k -* o o  k ^O O

e, per qualsivoglia curva T regolare semplice e chiusa, traccia ta  nel campo B, 
percorsa nel verso antiorario , risulta:

_J__ f  /(*)d* =  f  , y  (2^— 1)1! r
2 izi J Mjyjzri £ * 1  (2k)\\ Jkì

+r

avendo, per ogni num ero natu ra le  n,  indicato con n!\ il p rodo tto  di tu t t i  i 
num eri n a tu ra li non superiori ad n, aventi la sua stessa parità . Si ha dunque 
chè:

La p iù  generale funzione f  (fi), olomorfa nel campo A, soddisfacente la 
condizione (2.5) è data dallo sviluppo in serie (2.9), con le costanti fk  , / i  ,/i" 
verificanti le (2.10) e la

00
( - 0  / .  +  s ^ 9 ^ / ,  =  o .

A nche la ricercata  soluzione u (fi) della (2.1) avrà uno sviluppo in serie 
del tipo:

(2 ..12) u (z) u0 +  2
k=l

+  — +  ^  z k  ^
uk

{z— l)k

con uk , Uk , ui costanti, per le quali

(2.13) lim | uk \1Jk =  lim | uk \1,k =  lim | ui \Vk =  o ,
£->00 k—>oo k—>oo

e si potrebbero  rio ttenere tu t ti  i risu lta ti dell’a ttu a le  esempio, introducendo 
gli sviluppi (2.9) e (2.12) nell’equazione (2.1) e, analogam ente a quanto  è sta to  
fa tfo  nel prim o esempio, cercando di soddisfare l’equazione eguagliando i 
coefficienti dei term ini simili degli sviluppi dei suoi due m em bri. Per tale 
ricerca, si richiede un calcolo non semplicissimo, ovviam ente eseguibile, m a 
le cui complicazioni sono tali da fare bene apprezzare la potenza del m etodo 
generale esposto al n. 3 d i - ( NI ) . '
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T u ttav ia , nel caso partico lare in cui f ( z )  è un polinomio di grado n\

(2-J4) / ( * )  =  %/***>k=l
per i cui coefficienti si ha:

col detto  calcolo, si o ttiene rap idam ente il risu ltato , non occorre dirlo, subito 
deducibile anche dalla formola (2.6):

Se f  (z) è un polinomio d i grado n >> o, i cui coefficienti verificano la (2.15), 
la soluzione della (2.1), olomorfa nel campo A, è un polinomio di grado n -fi 1, 
nullo nei punti (o , o) e (o , 1).

3. Terzo esem pio. -  Il campo A  sia il luogo dei punti del piano complesso 
z che verificano la (1.2) e la f  (fi) sia definita, in A  dalla (1.3). Si ha, allora, 
per quanto è stato osservato al n° 4 di (N I), che, condizione necessaria e 
sufficiente affinché l ’equazione differenziale

/  \  d 2 U . r / \(3-0 + u ~ f (?)>
abbia soluzioni olomorfe in A, è che risulti:

(3-2) j f  (fi) sen z dz =  j ' f  (z) cos z àz =  o ,
n n

per ogni poligonale coordinata chiusa II di A e, soddisfatta questa condizione, 
tu tte  le soluzioni della (3.1), olomorfe in A, sono date dalla formola:

z

u (fi) =  ii cos (z —  z q )  -f- ìfi sen (z —  zo) +  j  sen (z —  C )/ (C) d ^ ,

ove u  e u  sono costanti arbitrarie, zo è un punto arbitrariam ente scelto in A  
e l’integrazione e effettuata lungo una curva regolare, in particolare poligo
nale, tracciata  in A, term inata ai punti zo e z.

Questo risultato  potrebbe, ovviam ente, anche ottenersi direttam ente, 
senza far ricorso ai risu ltati del n. 4 di (N I), purché si sia disposti ad affron
tare  talune complicazioni di calcolo, introducendo lo sviluppo in serie (1.3) 
di f  (z) e lo sviluppo

+ 00

« 0 ) =  2  ukzk »k == — 00

della u (z), nella (3.1) e nella equazioni u (zo) =  u, [du/dz]z=:Zo =  u ,  tenendo 
conto delle (1.5) e che le condizioni (3.2) equivalgono alle eguaglianze

00 r , OO ,  7
V  / --2 k ------ I   Y * / ----- 2 k -----2

“  i“ o ( 2 ^ + 0 !  “  ° ’ 

che devono essere verificate dai coefficienti dello sviluppo (1.3).


