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Aerodinamica. — Su l problema di Rayleigh. N o ta (#) di B ar
to lom eo T odeschin i, presentata (* (**)#) dal Socio B. Finzi.

Il problem a del m ovim ento di un fluido viscoso, occupante il semispazio 
y  >  o e inizialm ente in quiete, allorché la sponda y  — o che lo delim ita viene 
fa tta  scorrere con velocità costante U, è sta to  risolto da Lord R ayleigh (1) 
nell’ipotesi deirincom prim ibilità . Lo stesso problem a risu lta  ben più com pli
cato se si vuol tener conto della com prim ibilità del fluido: al riguardo mi 
in teressa citare i lavori di L agerstrom -C ole-T rilling  <2\  di H ow arth  <3) e di 
H anin  (4).

In  questa N ota  desidero chiarire la relazione tra  il caso com prim ibile e 
quello incom prim ibile, e precisare le condizioni sotto le quali è possibile o tte 
nere la soluzione re la tiva  al prim o caso pertu rbando  la soluzione di Rayleigh.

1. Indichiam o con u e v le com ponenti della velocità del fluido secondo 
gli assi (fissi) ^  (d iretto  come la velocità U  della sponda) e y , con p  p T  la 
pressione, la densità e i a  tem peratu ra  assoluta, con X p  i due coefficienti di 
viscosità e il coefficiente di viscosità cinem atica (=  p,/p) con k  il coefficiente di 
conducibilità term ica, con cp il calore specifico a pressione costante, con a 
la celerità del suono (5). Supponiam o che il fluido sia un gas perfetto . F ac
ciamo d iventare adim ensionali le precedenti grandezze, nonché le variabili 
indipendenti y  e t  (il tempo): queste sono le sole che intervengono nel problem a 
in esame, perché m anca ogni dipendenza da x. A  tal fine poniamo:

 ̂ u =  Uu* , v =  dv* , p  — pp*  , p =  pp* , r r *

j À =  pA* , p.= p;p* , k  =  k k *  , Cp = c p c $ ,

[ y  =  vy*/à , t  =  vzf*/^2 ,

ove i soprassegni denotano le grandezze (costanti) relative allo sta to  iniziale.
Le equazioni che traducono la conservazione della m assa e il teorem a della 

q u an tità  di m oto secondo gli assi x  e y  si scrivono allora (tralasciando, qui e 
nel seguito, gli asterischi ind ican ti l ’adim ensionalità; denotando con indici 
posti a destra la derivazione parziale, rispetto  a y  o a t, e introducendo

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei Gruppi di ricerca matematici del C.N.R.
(**) Nella seduta del 9 gennaio 1965.
(1) Lord R a y le ig h , «Phil. Mag.», (6), 21 (697-711 (1911); «Scientific Papers », 6, 

39> 40.
(2) P, A. L agerstrom , J. D. C ole , L. T r il l in g , G.A.L.C.LT. Report (1949).
(3) L. H o w arth , «Quart. J. of Mech. and Applied Math.», IV, 157-169 (1951).
(4) M. HANIN, «Quart J. of Mech. and Applied Math.», XIII 184-198 (i960).
(5) \[L& cPì nonché il rapporto y tra i calori specifici, non saranno costanti, ma dipen

deranno in generale dalla temperatura. È noto che anche in tal caso risulta a2 == y //p .
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l’operatore
d\dt — ( )* -f- ( )jj/ v 

che rappresen ta la derivazione sostanziale rispetto  al tempo),

(2) dpfdt -j- p Vy — o ,

(3) P dujdt =  (jjl Uy)y ,

(4) p dvldt +  y- 1 py =  [ (X +  2 (x) vy\  .

V ’è poi l ’equazione di s ta to  term ica dei gas perfetti, che in form a adim en- 
sionale si scrive:

(5) P =  <?T

e l ’equazione dell’energia (espressione del prim o principio della T erm odina-
mica)

(6) p Cp dTJdt —  (i — y - 1) dpldt =  Pr- i (k Ty)y —  p q +

-j- (y —  1) [il/" \i.iìy r  (X +  2 u ; vi \ <6).

In  q u est’u ltim a appare la dipendenza dai num eri di M ach e di P rand tl 
definiti da

(7) M  =  U\à , Pr =  [i cp\k ,

e figura il calore q emesso .dall’u n ità  di m assa del gas nell’u n ità  di tem po non 
per conduzione (ma ad esempio per irraggiam ento); tale calore è s ta to  reso 
adim ensionale dividendolo per

cp T d 2/v.

2. Supponiam o che il fluido si com porti come incom prim ibile, nel senso che 
risu lta  p cost. (— 1, perché p è la densità adim ensionale, rapporto  tra  la 
densità e la densità iniziale). Le (2) (3) (4) costituiscono allora un sistem a di 
tre  equazioni differenziali nelle tre funzioni incognite u v p  delle variabili y  e t. 
Se si tiene conto delle ovvie condizioni, iniziali, al contorno e asintotiche

| u (y , o) =  & (y , o) =  O , p i y  , o) =  I (jy >  o)
^  ( u (o , t) =  1 , v (o , t) =  o , (t >  o)

lini u =  lini v — o , lini p  == 1 ,
y  00 y  —> 00 y  —> oo

e si ritiene costante (=■ 1) il coefficiente (adimensionale) di viscosità pi, si 
arriva subito alla soluzione di Rayleigh, che contrassegno con l’indice 1 posto 
a sinistra,

(9) =  I —  :erf 7] , ±v o , 1p  — 1

71
v /. 2 [

7] :
777  ' erf-,| =  T r J ' " , ' ‘' 5

0

(6) Cfr. ad esempio: High Speed Aerodynamics and Jet Propulsion, III, 11, (1958).
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Volendo tener conto della dipendenza di p, dalla tem peratu ra  T , b asta  
associare alle precedenti equazioni l ’equazione (5), che definisce T  come fun
zione dello sta to  del gas: essa, per la (2) e la (4), dà subito

(9') i T = i ,

da cui [x■= l e ancora le (9). Si noti che non è possibile im porre alla tem pera
tu ra  T  alcuna particolare condizione al contorno, indipendente dalle (8), che 
la ponga, ad esempio, in relazione con la tem peratu ra  della sponda, perché la 
T  è com pletam ente ind iv iduata  dall’equazione fin ita  di s ta to  (5).

Risolto il problem a di Rayleigh con le (9) (9'), indipendentem ente dai 
valori dei puri num eri M e  P r , resta  da considerare l ’equazione dell’energia (6). 
Essa perm ette  di individuare il calore q, per u n ità  di m assa e di tem po, che 
il gas deve em ettere (per irraggiam ento o altro), se si vuole che esso effettiva
m ente non esplichi la sua com prim ibilità. Si trova:

(io ) q ^ 1q =  f i — l ) M 2 1n2.

Fissato un y  >  o, xq raggiunge il massimo valore 2 ( y —  1) M 2j(fi ey2) 
per t =  y 2/2 . F inito, qualunque sia t, risu lta il calore

i OO

dt j \ q  dy — (y —  1) M 2 ]/ 2 tjn  
0 0

emesso entro  una colonna indefinita di base un itaria, parallela all’asse y , dal
l ’inizio all’is tan te  t  <7).

3. Se il fluido esplica la sua com prim ibilità, le funzioni incognite sono 
cinque, u v  p  p 7) e quindi le q u a ttro  equazioni (2) (3) (4) (5) non bastano  a 
determ inarle: è indispensabile associare ad esse l ’equazione dell’energia (6), 
che ora, a differenza del caso di Rayleigh, ha un ruolo fondam entale. Il calore 
q non è più determ inabile a-posteriori ricavandolo dalla (6), m a dev ’essere 
assegnato a-priori, in relazione alle condizioni fisiche in cui avviene il feno
meno: ad esempio lo si può supporre nullo, o dato da una certa funzione della 
tem peratu ra  se v ’è irraggiam ento secondo una certa legge.

L a tem peratu ra  è ora essenzialm ente determ inata dall’equazione diffe
renziale (6), e quindi ad essa si dovrà im porre una particolare condizione al 
contorno: per esempio, come si fa di solito nell’aerodinam ica dei gas non ra re 
fa tti, il raccordo

(12) T ( p , t )  =  %

con la tem peratu ra  % della sponda, da ritenersi costante assegnata (eventual
m ente diversa da 1, cioè dal valore adimensionale della tem peratu ra  iniziale 
del gas).

(7) Q risulta finito, sebbene per y  =  o il calore q per unità di massa e di tempo tenda 
all’infini to quando t -* o.

13. -  RENDICONTI 1965, Voi. XXXVIII, fase. 2.
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Dalle osservazioni precedenti risu lta evidente che una soluzione re la tiva 
al caso della com prim ibilità po trà  ottenersi pertu rbando  la soluzione (9) 
valida per i fluidi incom prim ibili, se

a) si sceglie il calore q per un ità  di m assa e di tem po poco diverso dal 
calore 1 q che si sviluppa nel caso incom prim ibile di Rayleigh;

b) si im pone alla tem peratu ra  T  una condizione al contorno eguale o 
prossim a a quella che si ha nel caso incom prim ibile.

Poniamo:

| U  =  xu  +  2u  , v =  2v , q =  xq +  2q

(13) ' j » = i + 2j> , p = i + 2p , r = i + 2r
( A =  A/p, +  2X , [x =  I +  2p. , k  =  1 +  Ji , cp =  1 +  2cp ,

e riguardiam o come piccole con le loro derivate, e incognite, le q u an tità  ad i
m ensionali contrassegnate dall’indice 2 a sinistra (m entre sono note quelle 
con Tindice i).

In troducendo le (13) nelle equazioni (2) (6) e trascurando  i term ini di
ordine superiore al prim o, si hanno le equazioni, lineari, delle piccole p e r tu r
bazioni:

(2 ) 2P/ “f- ^  O

C3 )  2^/ 2U y y  = :  1 ( 2 *̂ 2?) "f" 1 % y  ( ^ [ ^ y    2^)

( O  2 Vi  +  I ” 1 S p y  =  (X /jl +  2 )  2 Vyy

(S") 2^ =  2 P + 2 ^ ^

(6") 2^ - ~ ( i - y - i ) 2/ ; ^ P f - i 27; , =

=  (y —  0  M 2 xuy [±uy (ali  —  2p) +  2 2Uy] — 2q .

4 - Come si e visto, quando non esplica affatto  la sua com prim ibilità, il 
fluido sviluppa una ben determ inata  q u an tità  di calore per u n ità  di m assa e 
di tem po 1 q, d a ta  dalla (io); se si vuole che il fluido si com porti come poco 
com prim ibile, occorre fare in modo che il calore q che esso sviluppa sia pros
simo a 1 q\ allora valgono le soprascritte equazioni delle piccole perturbazioni.

Si può prendere in particolare q =  o (come fanno gli A utori che ho citato), 
tu tte  le volte che 1 q risu lta  prossimo a zero. In tal caso il secondo m em bro 
della (6") si riduce a

( 6 l )  ( y  ----  i )  M 2 iUy ( jUy  +  2  2 Uy)  .

Ora, xq è prossimo a zero, per valori non troppo piccoli di /, quando il 
particolare num ero di M ach M =  Ujà che in terviene nel fenomeno è piccolo:

(8) Le (2") (4") (5") corrispondono alle analoghe equazioni liportate nei lavori che 
ho citato, per esempio in quello di Hanin, con la sola differenza che la (4") prescinde dalla 
relazione di Stokes X =  — 2 p/3. La (3"), invece* non vi figura.
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tale lo suppongono in fa tti i p rede tti A utori, che ottengono di conseguenza, 
per il secondo m em bro della (6"), la form a u lteriorm ente sem plificata

(62)

R esta  dunque conferm ato nel caso in esame che a piccoli num eri di M ach 
il gas esplica poco la sua com prim ibilità (9>.

M a \q è piccolo, precisam ente m inore di un num ero z da dirsi piccolo, anche 
per valori non piccoli del num ero di M ach M , quando è piccolo ìu2, il che avvie
ne se si considerano valori delle variabili indipendenti soddisfacenti alla

(14) t >  (y —  1) M 2l(jz s)

o alla

0 5 ) y 2> 2  t  log [Or—  i ) M 2j(n zt)\ :

anche allora valgono dunque le equazioni precedenti.
Q uanto  alla condizione al contorno per la tem peratura, che, come s*è 

detto , deve essere uguale o prossim a a quella che si ha nel caso di Rayleigh, 
gli A utori c ita ti la scelgono, non secondo la (12), fissando cioè la tem peratu ra  
di parete, m a così:

(16) (o , / )  =  o;

questa esprim e Tipotesi che la sponda sia term icam ente isolante, ed è e sa tta 
m ente soddisfatta, per la (9'), dalla soluzione di Rayleigh.

(9) A questa conclusione in altri casi si perviene per altra via, ad esempio per mezzo 
della nota formula po/p =  [1 +  (y — 1) ~ 1), che si riferisce alle ordinarie correnti
stazionarie, ove po è la densità di arresto ed M  il numero di Mach locale.


