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Economia matematica. — Ottimi paretiani dei valori nominale 
e intrinseco della produzione di un sistema economico e analoghin . 
Nota di S a l v a t o r e  C h e r u b i n o , presentata (**} dal Socio B. S e g r e .

1. Il valore nom inale e intrinseco della produzione o del consumo to tale 
di un sistem a economico e analoghe grandezze economiche posseggono un 
m inim o o massimo im propri che scaturiscono im m ediatam ente dalla consi
derazione delle disuguaglianze caratteristiche.

Se in queste si sostituiscono i vetto ri Y , Z necessari dei consumi e della 
forza-lavoro per produzione un ita ria  con determ inazioni di esse m aggiori o 
uguali si hanno eguaglianze caratteris tiche che si risolvono con determ ina
zioni dei vettori X e p  delle produzioni e dei prezzi rispettiv i. Q ueste solu
zioni sono o ttim i paretian i dai quali se ne ottengono a ltri per varie grandezze 
economiche.

È quello che in questa  N o ta  si d im ostra facilm ente m edian te un risu lta to  
di un nostro precedente lavoro (1h

2. L a prim a disuguaglianza ca ratteris tica  è:

(1) X_! =  [I — « ] - ! ¥ _ ! ,

con a m atrice non negativa di ordine n  dei coefficienti tecnici, X , Y vetto ri 
della produzione e dei consumi necessari nel sistem a economico, quindi posi
tivo il prim o, positivo o sem ipositivo il secondo. L a m atrice:

(2) [I — a]" 1 =  [a„]

è > O o > 0  secondo che l’economia, ossia a, è riducibile oppur no. Indichiam o 
con aw , d - i  la riga e la colonna r ma di [I —  a ]” 1. Si ha:

(3) X , ^  aw Y_i , s =  1 , 2 , • • *, 72

e sostituiam o nella:

(4) X rs ~  a rs ' Nj , r  , S —  I , 2 , • • • ,

sicché si ha, essendo ars ^  o :

(5) xrt =  ars-QL(s) Y_i

.(*) Lavoro éseguito nell’ambito del gruppo di ricerca 43 del C.N.R.
(**) Nella seduta del 13 febbraio 1965.
(1) Trasformazione dei coefficienti tecnici, questi « Rendiconti », ser. V ili, voi. XXXVII, 

p. 381 (1964), n. 2,
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oppure

(5) 1 x rs>  ars- aw Y_1 , r , s  =  1 ,2  - , n .

A um entando di 1 la com ponente y r di Y_i si ha che acs è l’aum ento minimo 
della produzione , com ’è m ostrato  dalla (3); cioè ocr è l’aum ento m inimo 
della produzione corrispondente all’aum ento unitario  del consumo del 
setto re f. Ne segue che ars ast è l’aum ento m inimo delle vendite del setto re r  
a quello  ̂ provocato da ll’aum ento unitario  del consumo nel setto re t. Ed 
infine che:

Vaumento m in im o d i impiego d i forza-lavoro in  tutta Veconomia del 
sistema considerato, cioè nei suoi n settori, provocato dalVaumento unitario d i 
consumo nel settore t, è

ì) ot—1 ,

quindi (2h

(6) p T 7 =  »(»+«■ «-1 (0pn + 1

è i l  corrispondente prezzo relativo del settore t.
L a (6) si è o tten u ta  tenendo conto che, dalla seconda disuguaglianza 

caratteristica:

(7) Ì > > Z [ I  — a ] - 1,

si ha che:

(8) Z :=  p n+ \ a( -̂f-i).

3. Il valore nom inale della produzione del sistem a è:

(9) P X - 1^ P < [ I — a]- '

m entre il valore intrinseco della stessa si esprime con:

(10) z x  , "• Z  \ ì —  a]-} Y . t  ■ (Z , Y ,

onde si ha:
a) i  valori nominale ed intrinseco della produzione totale del sistema 

economico hanno rispettivamente per m inim o i valori delle due form e bilineari 
<p (/>,Y_i) e ^ (Z ,Y _i), entrambe d i matrice [I — a ] - 1 .

Si ha pure che:

(11) /*X -i Si Z [I — a]-2 Y_! =  X (Z , Y _ i) ,

cioè:
b) i l  valore nominale della produzione totale del sistema economico ha 

per m inim o il  valore della fo rm a  bilinear e x (Z , Y_i) d i matrice (I —  d)~ 2 . 
Si noti che dalla 9 ( p , Y__i) si passa alla X (Z ,Y_i) a mezzo della (7).

(2) S. Cherubino, Sui fondamenti matematici della teoria dell'"equilibrio generale eco
nomico (« L’industria », n. 3 del 1956), § 6, p. 316.
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Si ha poi che:

(12) p Y - r  ^  P [I — a f  X_x =  o ( p  , X - 0  ,

e questa ci dice che:
c) i l  valore intrinseco del consumo totale del sistema economico ha per  

massimo la fo rm a  bilineare a (p  , X _i) avente la matrice [I —  a]2.
Infine:

(13) p Y - ^ p [ l —  a] X_! =  Tt (p  , X _0  ;

dunque:
d) il  m inim o del valore nominale del consumo totale del sistema è la 

fo rm a  bilineare tu (pX _ 1) di m atrice [I —  a].
I  m assim i e m in im i qui trovati sono tu tti im propri, cioè si ha r̂z o Or per 

definizione.

4. R icordiam o (3) che se nelle disuguaglianze ca ratteristiche si sostitu i
scono Y e Z rispettivam ente  coi due vettori Y e Z m aggiori ,0 eguali (minori 
o eguali) rispettivam ente  di Y e Z, esse diventano le uguaglianze:

(15) [I —  a] X_! =  Y_! ̂  Y _x ; p  [I —  a] =  Z ^  Z

(15) i [I — a] X_x =  Y_! Y_x ; p [ l — a\ =  Z ^ Z .

Diciamo X°, p° le soluzioni delle equazioni:

(16) [I —  a] X _i =  Y_! ' ; p [ I  — a ] = Z ;

esse d iventano le soluzioni ottime di de tte  equazioni; ossia allontanandosi da 
esse almeno una delle loro com ponenti d iventa m inore o maggiore di quello 
che era nell’o ttim o X°, p°, cioè si ha:

( 17) X O ^ X ' ; p » 0r p '

oppure

(17) 1 X ° ^ X ' ; p Q<p ' ,

con:

(18) [ I - f l ] X U à Y - i  ; . p '[ I  — a ] ^ Z ,  ‘

(18)1 [ I —  ; p ' [ I —  a ] £ Z ,

sicché X°, p°  sono m assim i o m inim i, im propri o propri dei vetto ri soddisfa
centi alla (1) ed alla (7), rispettivam ente, ossia si hanno le (18), (18)1.

Si ha allora che:
i° 9 (p°,  Y_i) dà Vottimo valore nominale della produzione del sistema;
20 (Z , Y_ 1) dà V ottimo valore intrinseco della produzione del sistema;
30 X (Z , Y_i) dà Vottimo valore nominale duella produzione del sistema ,

(3) N ota cit. (t), n. 3.
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quindi è:

(19) 9(pO,Y_1 = x ( Z , Y _ 0 ,  

il che è evidente a priori perché si ha:

(20) po [I __ a) =  Z ;

4° G (P°> X°-i) dà Vottimo valore intrinseco dei consumi del sistema;
5° tu (p°, X°_i) dà Vottimo valore nominale dei consumi del sistema .

5. Il vetto re C del capitale netto  investito  negli n  vetto ri ed il prezzo delle 
rispettive produzioni soddisfano alle seguenti disuguaglianze caratteristiche:

 ̂  ̂ \ p [ l  —  b ] ^ Z ' = Z  +  p à ,

che dànno luogo alle corrispondenti eguaglianze caratteristiche (4h

(22) [I =  6] C°_! =  Y L  ^  Y_j  ; p 0 [ I - & ] = Z * + i > 0 «,

le quali possono scriversi:

(23) C°_! -  [I —  è ]” 1 Y %  ; p° =  Z* [l —  a ] - \

Q ueste dànno luogo alle a ltre  4 (5)

(24) p° C U  =  p ° [ l -  ft]"1 Y* =  9.0 °, Y - i) ,

(25) 6 ] -1 yL = ^ ( Z * , y 1 1),

che sono i valori nom inali ed intrinseco ottim i del capitale investito.
Si ha pure, in m odo analogo, che:

X (Z , Y_i) dà i l  vettore nominale ottimo del capitale del sistema; 
quindi che:

(26) ? (p°, Y -0  =  x (z*, y * x) .

I l  valore intrinseco ottimo del consumo del sistema è a (p°) C* x); Vottimo 
valore nominale dei consumi del sistema è tu (/>°, C * x).

In  modo analogo si hanno gli o ttim i conseguibili dalle disuguaglianze 
caratteristiche [I ~  a] R_ XJ> J_x.

(4) Ved. n. 4 della Nota cit. (1).
(5) Si tenga presente che si ha:

[I ■— 6] C - i  ^  Y - i  ; p \ l  — 6] Z* +  p a  .


