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G eom etria . —  Trasformazioni cremoniane inerenti ad una qual
siasi estensione algebrica di un campo (*}. Nota di O ra z io  S o ra c e , 
presentata r#) dal Socio B. S e g re .

1. il m etodo con cui B. Segre [1] ha associato ad ogni estensione alge
brica finita separabile, e quindi semplice, una trasform azione cremo ni an a 
involutoria, viene in questo lavoro traspo rta to  al caso di una qualsiasi esten
sione algebrica finita, anche inseparabile. La f o . r m a  J a c o b i  a n  a di 
una tale trasform azione birazionale, pur esprim endosi allo stesso modo nei 
due casi, si decompone, in u n ’opportuna estensione, in m aniera tale da dare 
la possibilità di o ttenere, per le estensioni inseparabili, una m aggiore varietà 
di tipi di trasform azioni crem oniane. Così, ad esempio, nel caso di u n ’esten
sione puram ente inseparabile ([2], p. 68), cioè nel caso di u n ’estensione che 
nasca dal campo base con l’aggiunzione di radici p e-e sime (j> cara tteristica  
del campo; e in tero positivo), la trasform azione crem oniana risu lta  i n t e r a .  
Nel caso delle suddette  estensioni puram ente inseparabili, si ottengono inoltre 
condizioni a tte  ad assicurare la possibilità di associare all’estensione p i ù  
d i  u n a  trasform azione crem oniana involutoria.

2. Riferiamoci ad un campo à che sia u n ’estensione finita, e quindi 
algebrica, propria, di grado n >  2, di un fissato campo y ; e sia (u±, u2, • • •, un) 
una qualunque base di S su y, talché due elem enti 5 , 7) qualsiansi di § possono 
rappresentarsi, ed in modo unico, m ediante le

1 =  Xi % . 'n =  Vi Ui ,.y,' e y) ,

dove, nei secondo m em bri (e sim ilm ente in seguito), so ttin tendiam o la somma 
per i =  1 , 2 , • • • , n. In tro d o tte  -  come in B. Segre [1] -  le costanti di
s tru ttu ra  c1.. m ediante lev Ni**’

II.$T

e, posto

( 0 ?/(•'•) •-= 9  v->

si av rà

( 9 l'r, - ?  • (•'■) >’j  ",

L a n o r m a  dell’elem ento i;, nell’estensione S/y, è no toriam ente il 
determ inante D (x) della m atrice A (x) delle (1), ossia:

Norm.5/y ^ =  N (f) =  D (x) =  det. A (x) .

(*) Lavoro eseguito nell’am bito dell’a ttiv ità  dei gruppi di ricerca m atem atica del C.N.R. 
per l’anno 1964-65.

(**) Nella seduta del 13 febbraio 1965.
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Ricordiam o che la norm a di un elem ento non dipende dalla scelta della 
base; inoltre, se consideriamo X! , x 2 r  ‘ •> -xn quali indeterm inate, N (Ef è 
una form a di grado n in queste ultim e, a coefficienti in y, diversa da zero 
per ogni scelta delle ^  non tu tte  nulle in y.

Consideriam o l ’applicazione T:

la quale, ad ogni elem ento £ non nullo di S, associa quell’elem ento 7) tale che

(3) &q =  N (5).

R icordando che la norm a di un prodo tto  uguaglia il p rodotto  delle norm e, 
si vede che la T  risu lta  un endomorfismo nel gruppo m oltiplicativo di S, il 
cui nucleo è composto da quegli elem enti E, per cui

(4) £ =  N (£) ,

tali cioè che E, =|= o , f i e  y ; in tal caso è N fi)  — Ef, e la (4) d iventa Ef~x = 1 .  
D unque il suddetto  nucleo risu lta  costitu ito  da un num ero v di elem enti 
(1 < A  <  si —  1) eguale a quello delle radici (n — i)~esime dell’u n ità  che 
si trovano in y.

L ’applicazione T  fa corrispondere ad 7) l’elem ento N (fi) y)-1 ; e, poiché

(5) N (ri) =  N (N(£)) N (5- 1) =  (N © ) - i ,

il quadrato  di T  è l’applicazione

(6) ? ->  ? ( N ® ) - 2 .

Per sem plicità di scrittu ra , supponiam o ora che sia l’elem ento unità , al 
che ci si può sem pre ridurre con u n ’opportuna trasform azione lineare sugli . 

L a (3), per la (2), ci dà il sistem a

(7) 9) (x ) ys =  N ©  ; 9j ( x ) y j  =  o (J =  2 , 3 ,  • • •, «);

onde, chiam ando (x) il com plem ento algebrico in A t (pc) dell’elem ento cpl, 
l ’applicazione T  si traduce nelle

(8) y, =  gi (x) ,

le gi (x ) essendo forme di grado n — i nelle x x , ,■ ■ ■, x HÌ a coefficienti
in y.

A vuto  anche riguardo alla (6), possiamo concludere (con B. Segre [ 1 ]) che: 
Se si interpretano le x  , y  quali coordinate omogenee di due punti corrispon

denti m  un Sw_i proiettivo su y, le (8) definiscono una trasformazione cremo- 
niana involutoria di S*._i in se, inerente alVestensione algebrica da y a S.

3. Il caso ;in cui l’estensione finita S/y sia separabile, e quindi semplice, 
è s ta to  esaurientem ente t ra tta to  da B. Segre in [1]. In seguito considereremo 
il caso in cui l ’estensione finita S/y sia inseparabile (ed eventualm ente non 
semplice). Ne discende che il campo y dovrà avere caratteristica  p f>  o e
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non essere perfetto , perché, se avesse caratteristica  zero o se fosse perfetto, 
una qualunque sua estensione sarebbe separabile.

R icordiam o ([3], p. 123) che, se y0 è la m assim a estensione separabile 
di y in S, sarà § puram ente inseparabile su y0 ; cioè, per ogni £ e S, si avrà 
un m inim o esponente e > 0  per cui E? Gy0 . H massimo di tali esponenti 
al variare di E, in 8, che designeremo ancora con £, dicesi l’e s p o n e n t e  
dell’estensione 8/y. Il grado n0 =  (y0 : y) dicesi il g r a d o r i d o t t o  del
l’estensione 8/y. L ’in tero  positivo /  per cui n =  n0 p* soddisfa alla /  >  e. 
L ’estensione è semplice se, e soltanto  se, /  — e ([3], p. 127).

E  noto che, se 8* è la m inim a estensione norm ale di y contenente S, 
vi sono n0 y-isom orfism i di 8 in 8* ; li denoterem o con 91 , cp2 , • • •, <pno • 
D e tto  Ui 9y il corrispondente di % (i =  1 , 2 , • • • , n) nel y—isomorfismo 
(py (J .= i , 2 , • • •, n0), la norm a dell’elemento ? vien d a ta  da ([2], p. 91):

4. D eterm iniam o ora la form a Jacobiana della trasform azione bira- 
zionale (8). Tenendo presente che, per le (1), è

e che, per la (9), è

ifi a ltri term ini, la m atrice form ata con le —  (y) è il p rodo tto  della m atrice
A (x) per la m atrice Jacobiana delle (8). Passando ai determ inanti, si ha 
quindi

dove denotiam o con J (x) la form a Jacobiana delle (8). In  v irtù  della (5), e 
per ogni scelta delle %i non tu tte  nulle, si avrà di conseguenza l ’iden tità

la quale non differisce da quella o tten u ta  da B. Segre [1] nel caso separabile; 
nel caso inseparabile, in v irtù  della (9) essa -  in §* -  può anche venir scritta  
nel mqdo seguente:

(9)

?N(S) = Q

derivando le (7) si ha:

J (* )N 0 * )  =  ( - i ) « N ( y,),

j  0) =  ( -  0 -  (N (5) ) - *
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5. Estenderem o alle suddette  trasform azioni crem oniane alcune pro
prie tà  d im ostrate  in [4] nel caso del campo complesso.

Se Viperpiano a , — o è una componente della Jacobiana, allora Viper
superficie a ig iix )  =  0 è una ipersuperficie totalmente eccezionale del sistema 
lineare omaloidico \ g i  (x) =  o; cioè le sue com ponenti irriducibili sono tu tte  
com ponenti della Jacobiana.

In fa tti, siano 5/ ( / =  1 , 2 , • • •, n0) i coniugati d istin ti di 5 in S* (sup
porrem o, per fissare le idee, che 91 sia l’iden tità , e quindi \  — 5i), cioè poniamo:

=  X i  U i  <Py .

Le com ponenti irriducibili della Jacobiana, sono, per la (io), gli iperpiani !••=o . 
Le ipersuperficie g i (x) Ui (py =  o sono to talm ente eccezionali. In fa tti, per le 
(8)> (3). (9), risu lta

gi (x) Ui j  =  h
d — 1 p f

n 0 •

I l  determinante della matrice formata con gli esponenti con cui le compo
nenti della Jacobiana entrano come fa ttori nelle singole form e g{ (x) u{ cpy vale 
di (n —  1).

In fa tti tale m atrice, di ordine n0 , ha tu tti  gli elem enti uguali a p i  tranne 
quelli della diagonale principale, ciascuno dei quali è uguale a p i  —  1. Il suo 
determ inan te (poiché n =  n0 p i)  vale dunque precisam ente:

( -  i T °+ ^ 0  / ( -  o ' - " 1 = ( -  i r -1 (» -  0  •

6. Consideriam o, in particolare, il caso in cui y sia q u a s i - a l g e -  
b r i c a m e n t e  c h i u s o  in S, cioè risulti y =  y0 , e quindi no =  1 ed 
n — p i. L ’estensione S/y considerata è pertan to  puram ente inseparabile. In 
tal caso non ci sono y-isom orfism i, a ll’infuori dell’iden tità , e la norm a del
l’elem ento f i  è fif. L ’applicazione T  d iven ta \  -> (5=4= o). M ostrerem o che:

La trasformazione cremoniana d i cui al n. 2 è ora intera.
In fa tti, operando sulle coordinate (zx , z2 , • • • , #„)  di un punto  dell’S „-i 

la sostituzione lineare invertibile:

Z ì = Z ì (i =  1, 2 • -, n —  1),

Zn — z± ux -f- z2 u% -J- • • • +  zn un ,

le (8) si m utano  in equazioni del tipo Y,- — G/ (X). O ra però risu lta  
G„ (X) =  X r 1, poiché

onde l’asserto.
Vogliamo; determ inare t u t t e  le trasform azioni crem oniane in volu

to n e  di un certo tipo inerenti ad una d a ta  estensione puram ente inseparabile. 
Consideriam o l ’applicazione

( ” ) ( i<  m <, n ^-- 1 , \  =J= o) .
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Per m =  n —  i, abbiam o l ’applicazione T  sopra considerata. Ci proponiam o 
precisam ente di trovare, se esistono, altri valori di m  per cui alla (i i) si possa 
associare una trasform azione crem oniana involutoria. D ovrà corrispondente
m ente esistere un in tero  k  >  o, tale che il quadrato  della (i i) sia

5- ^ ( N  ($ )* ;

dovrà cioè essere ^  =  l  (N (%))k e quindi nfi =  i +  kn, ossia:

( I2) (m —  1) (m +  1) =  kn  .

Per f  =  1, la m ~  n — I è l a  s o l a  soluzione della (12). Invero, n =  p  
è prim o con m  —  1, onde 'p =  m 1.

Per f  >  1, oltre la m =  n —  1, si hanno altre soluzioni, e precisamente 
in numero di due, se e soltanto se p  — 2 , / >  2. Poniam o in fa tti

C13) m  +  1 =  k\ p h ; m  — 1 =  fa p h ,

con f i P f 2 = f , k \ fa  =  k. So ttraendo  le (13) a m em bro a m em bro, si 
ricava

(H ) 2 =  k ^p h .

Supposto a n z itu t to /1  > / 2 , la (14), sc ritta  sotto  la forma

2 =  p f \ f a  p f '~h  —  fa) ,

m ostra che la sua valid ità im plica le =  o , /éi =  i e quindi tfi -j- i =■ ti \
oppure le p  =  2 , /2  =■ 1 , / i  =  /  —- 1. Se invece si su p p o n e /i  < h  > la (14), 
ossia la

2 =  p A (fa — fa p f ì ~h ) ,

è sodd isfatta  se e so ltan to  se p  =  2 , f i  =  1 , / 2 = / — 1. In  conclusione: 
L.applicaztone £ -o fp  (porge una ed una sola trasformàzione cremoniana 

involutona (m =  n — 1) se è p  =4= 2 o se è p  =  2, / =  2. Se invece p  — 2, 
f  > 2 si ottengono in tutto, per ogni estensione di grado n =  2^, tre trasfor
mazioni cremoniane involutorie, corrispondentemente ai valori m =  n — \,

vù — ~~n —  i j'wi = ~ n  -f- 1 delVesponente m.

7. Q uanto dianzi esposto vale per ogni estensione finita inseparabile, 
anche non semplice. Se am m ettiam o più particolarm ente che l ’estensione 
risulti semplice (tale cioè che /  =  e), i calcoli verranno agevolati dalla se
guente rappresentazione degli elementi dell’estensione. Il campo 8 sarà a ttu a l
m ente, isomorfo al campo y (0) o ttenu to  da y con l’aggiunzione simbolica di 
un indeterm inata  0, soggetta ad u n ’equazione algebrica inseparabile di grado 
n, grado rido tto  //„ , ed esponente e (n =  n{l p f):

(15) ^  (^ 4 = 6 ) ,
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a coefficienti in y ed ivi irriducibile. Posto per abbreviare a =  0  ̂ , la m assim a 
estensione separabile yo di y in § sarà isomorfa al campo y (a) o ttenu to  
da y con l’aggiunzione simbolica della indeterm inata a, soggetta all’equazione 
separabile di grado n0 :

(16) O ) =  « o f”* +  a i y ”" - 1 +  • • • +  a^:

L ’estensione y (0)/y (a) è puram ente inseparabile, per ogni elemento £ e y (0) 
avendosi esa ttam ente  ^ 6  y (oc). Nel campo S* di decomposizione della (15),. 
designamo con ai , 0C2 , • • •, a^0 le radici della (16) (distinte, per la supposta 
separab ilità  di (y)), e con 0i , 62 , • • •, 6«0 le radici (distinte) della (15); si 
avrà allora

n0 «0
/  o )  0 n  (*pe— =  «0 n  o — ®iYe ■i= 1 i= 1

Scegliendo come base 1 , 0 , 02, • • •, 1 , ogni elemento £ e § avrà la
rappresentazione £ =  0* ed i coniugati d istin ti di £ in S* saranno:

5/ =  6T 1 ( /  =  1 , 2 , • • •, nQ ; 0 =  0i).

8. Nel caso infine di u n ’estensione puram ente inseparabile semplice, 
se denotiam o con a un elem ento del campo y (non perfetto) che non sia po
tenza y>-esima di nessun elem ento di y, talché (qualunque sia l’intero e > 0 ) ,  
il polinomio

(l7) Xpe— VL

è irriducibile in y, il prim o m em bro della (15). è della forma (17), ed ha in S, 
^  'rad ic i 0 coincidenti, essendo 0  ̂ =  a. Con la base ■% =  0l“ 1, sussistono

se i -f- j  <  n +  1 , 
se i -f- j  >  n +  1.

quindi le 

(18)

In forza delle (18), a ttualm en te  si ha:

XI X2 X3 • • • *n
X\ • ** X11 —  1

D (*) -=  N © . = OLXn- i V*Xn Xl • • • Xn 2

(XX2 a 3̂ OCX4 * ■• Xl

parte  è N ©  =  ?n , 
= II s. -1 ; neD ’altra

un campo non perfetto  di cara tteris tica  y>, e coi precedenti significati dei 
simboli, vale l ’identità :

D (x) =  x* a2n i  — 1
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