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Analisi numerica. — Una nuova classe di polinomi di approssima-
ziome. Nota di Luict MERrLI, presentata® dal Socio G. SaNsoNE.

1. Il classico teorema di Weierstrass sulla approssimazione delle fun-
zioni continue mediante opportune successioni di polinomi, pud essere otte-
nuto seguendo pilt vie, da quella che fa uso dei polinomi trigonometrici di
approssimazione, a quella che sfrutta i polinomi di Stieltjes @. Altre classi
di polinomi di approssimazione si ottengono con i polinomi di Bernstein @ che,
senza essere interpolanti, richiedono la sola conoscenza della f (x) in una
particolare infinita numerabile di punti anziché in tutto I'intervallo di appros- .
simazione, come invece avviene nei casi prima ricordati.

Un’altra classe di polinomi con i quali si ottiene il teorema di Weierstrass
¢ offerta dai polinomi d’ihterpolazione di Hermite. Questi sono dati dalla
formula

® ) = 3 /@) @)

dove
(2 Y (x) = o () [4° (0T,
con
@) 0, () = 1 — B ()
3 # o o, (xz) *
e
N @n (£)
@ = Seae
) o, (x) =cx—m) @ —x) (¥ —2x,), ¢==o,
ed assumono nei punti fondamentali x;, x2,- -, x, dell’intervallo (—1, 1),
rispettivamente i valori f (x1), f (x2),---, f (x,) ed hanno in tali punti deri-

vata nulla @,

Con tali polinomi, che hanno grado < 2 #» — 1, quando si scelgano come
punti di interpolazione gli zeri dei polinomi di lacobi, I, (a, B, x), con
—I1<a<0,—1 < B <o, qualunque sia la f (x) continua si ha

(©) lmH, () = f ()

e cio uniformemente in [—1, 1], mentre per o>>0, 3 >0 la (61) non ha luogo 4.

(*) Nella seduta del 13 febbraio 1965.

(1) Cfr. G. SANSONE, Moderna teoria delle funzioni di variabile reale, Parte seconda,
Bologna (1951), pp. 493 sgg. '

(2) Cfr. nota (%), p. 495.

(3) Cfr. lav. cit. in (1), p. 492.

(4) Cfr. G. SzZEGO, Orthogonal polynomials, New York (1959), pp. 327 sg.
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E noto infine che per i polinomi di interpolazione di Lagrange sussiste il
classico fenomeno di Faber-Bernstein cio¢ I’impossibilita di approssimare
con essi qualunque funzione continua ®. :

Il diverso comportamento dei polinomi di Lagrange rispetto a quelli di
Hermite sta nel fatto che, sempre per z punti fondamentali, mentre i primi
sono di grado << # — 1, i secondi sono di grado < 2 # — 1. L’innalzamento
del grado permette di realizzare la convergenza ma, al tempo stesso, il procedi-
mento di approssimazione diviene pitt complicato. Sono stati comunque escogi-
tati alcuni metodi con i quali si ottengono polinomi di approssimazione con-
vergenti ma nei quali si ¢ cercato di mitigare il necessario appesantimento
dovuto all’innalzamento del grado ®. Anche nella spline interpolation ci si
preoccupa, fra l'altro, dell’abbassamento del grado .

Scopo di questa Nota & di far vedere come per certe assegnate successioni
di punti fondamentali per i quali non si ha la convergenza della formula di
Hermite, sia ancora possibile ottenere dei polinomi di approssimazione con
grado minore di quelli di Hermite e che, senza essere interpolanti, sono perd
costruttivi per la f (x) essendo basati sulla sola conoscenza di essa in tali punti
fondamentali.

Dimostreremo infatti il zeorema:

Siano X1, %o, -+, Xprp, con p=>0 fissato, n—+ p punti dell’ intervallo
(—1,1),con—1<T1<<Ka<L - < Kpip<1,e850an0 x1,%2, -, %, , n puntidello
stesso intervallo con —1 << x1 <xp < - <x,<1, per i quali supponiamo che

nelrelativo polinomio di Hermite U, (x)= 3, f (x8) 1 (x), risulti 1 (x)> 0 ®,
k=1 :

per B=1,2,--n;, n=1,2,--; x€[—1,1)] e s abbia inoltre, uni-
Sormemente in [— 1, 1], lim H, (x) = f (x), qualunque sia la f(x) continua.
: n—>o0

Supponiamo inoltre che, scelto un € > 0 e arbitrario, esista un no tale che,

per m> no, risulti | xp — Xpyps | <& §=0,1,---,p; k=1,2, ..., n Posto
allora
@ H, (v) = i S S Fpy) +o + S (B y) W (x),
f = p 41 .
st ha
(70 lim Hy () = f (%)

e cio uniformemente in [— 1, 1], qualungue sia f (x) continua.

(5) Cfr. lav. cit. in (1), p. 491.

(6) Cfr. G. GRUNWALD, Ox the theory of interpa[at:’oh, «Acta Mathematica », 75, 219-
245 (1953). |

(7) J. H. AHLBEAG and E. N. NILSON, Convergence properties of the spline fit, « J. Soc.
Appl. Math.», 11 (1), 95—-104 (1963).

(8) Soddisfano, per esempio, a questa condizione i polinomi costruiti negli zerizy,xa,- - -, %,
di Tchebycheff di prima specie.
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. . * . \ . . . .
I polinomi H, (x) forniscono cosi una nuova classe di polinomi approssi-
manti e la convergenza ¢ realizzata con polinomi di grado <C 2 # — 1, mentre
i punti dati sono # + p.

2. Per la dimostrazione del teorema enunciato, ricordiamo, in primo
luogo, che si ha

®) S K ()

k=1

i

I,

qualunque sia # ed identicamente per x € [— 1, 1] @, e che pertanto, essendo
> Fx) A (x) = f (%), per lipotesi della convergenza di H, (x) verso f (),
=1

si ha:

© lim Z [f () —F @] 4 (@) = o,

n->00 k=1

uniformemente in [— 1, 1].
Tenuto conto della (7) e della (8) si ha anche:

* “ FE) A+ Fpp) + 0+ (F .
foy—HI@ =3 | — T T 2 ) |y
=1

z Lf () — F ()] h(n)(x>+2 [f( 2 — f(fg)+f(;?k21)‘§_+1...+f(ﬂ?k+l>) } 1 () -

I

n n ) 3
D U@ —F @A 0+ 5 2 S o) —F )| 4 .
Osserviamo ora che, per l'uniforme continuita della f(x) in (— 1, 1),
scelto 6 > o si pud determinare corrispondentemente un € > o tale che per
lu—v| <e, w,ve[—1,1], risulti |f () —f ()| <o.
Determiniamo allora un #¢ in modo che per # > ¢ risulti, come supposto
nell’enunciato del teorema,

|x»€“—~-7_ck+:|<€ ) 520,1,"‘:]5; :é:‘I,Z,---',ﬂ.
Tenuto conto che per ipotesi & Y (x)>o0, per k=1,2, -,n;
m=1,2,--; x€[—1,1], si avra, sempre in base alla (8),

F@—HI @< | 3@ —f @ @) | + o

Ma ¢ ¢ arbitrario e quindi, in base alla (9), ne segue il teorema.

(9) Cfr. lav. cit in (1), p. 490.
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3. Per esempio, nell’ipotesi che i punti %1,Xz2, -, X,y siano gli zeri
del polinomio di Tchebycheff di seconda specie, che ¢ il polinomio I, (%— , —;- , x) ,

la formula di Hermite per quanto detto precedentemente non sempre con-
verge. Se invece x1, x2,- - -, x, sono gli zeri del polinomio di Tchebycheff di
prima specie, che ¢ il polinomio I, (—~ %,~< %,x , la formola di Hermite

converge in ogni caso e risulta in essa, per

() .
x€[—1,1] , m(x)>0, k=1,2, - n;n=1,2, -

. . V214 2k—1
Ricordando che & xk:cosm, k=1,2, -, n+p, edx,}:cosjrrc,
b=1,2,--,, si ha

- e

Xbgs = Xk l =0 (;),
per s =0,1, -+, p; A=1,2, -, n

Sono quindi soddisfatte le condizioni del teorema enunciato e pertanto,
per tutte le funzioni f (x) continue in [— 1, 1], si ha uniformemente

lim H,, (x) = f (%)

7n—>00
. * . . e
e gli H, (x), come abbiamo detto, sono costruiti con la sola conoscenza della

F(x) negli zeri del polinomio di Tchebycheff di seconda specie.

4. Si osservi che per p = o si ha un semplice slittamento dei valori della
f(x) dai punti X1,%2,---,%, sui punti x1,2x2, -+, %,.



