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Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. X X XV III -  febbraio 1965IÓ2

Analisi numerica. — Una nuova classe di polinom i di approssima­
zione. N ota di L u i g i  M e r l i , presen ta ta0  dal Socio G. S a n s o n e .

1. Il classico teorem a di W eierstrass sulla approssim azione delle fun­
zioni continue m ediante opportune successioni di polinomi, può essere o tte ­
nuto  seguendo più vie, da quella che fa uso dei polinomi trigonom etrici di 
approssim azione, a quella che sfru tta  i polinomi di S tieltjes (1). A ltre  classi 
di polinomi di approssim azione si ottengono con i polinomi di B ernstein (2) che, 
senza essere in terpolan ti, richiedono la sola conoscenza della /  (x) in una 
particolare infinità num erabile di pun ti anziché in tu tto  Lintervallo di appros­
simazione, come invece avviene nei casi prim a ricordati.

U n ’a ltra  classe di polinomi con i quali si o ttiene il teorem a di W eierstrass 
è offerta dai polinomi d ’interpolazione di H erm ite. Questi sono d a ti dalla 
form ula

CO H „ (*) =  2  /  (xk) h f  (x),
&=i

dove

(2) jg ' (x) =  (x) [ /P  (x )] \

con

(3)
e

(4)

(5)

vk (x) = 1 — K  (xk) 
(*ì)

(x  —  Xi)

(x>n (x)
“»(**)(* — xù ’

(ù„ (x) =  c (x  —  Xi) (x  —  x 2) ■ ■ • (x —  x„), c ={= o,

ed assum ono nei pun ti fondam entali x \ , , • • •, x n dell’intervallo  (— 1 , 1),
rispettivam ente  i valori f  (x\) , f  (x2) , • • - , /  (xn) ed hanno in tali pun ti deri­
v a ta  nulla (3).

Con tali polinomi, che hanno grado < 2  n —  1, quando si scelgano come 
pu n ti di interpolazione gli zeri dei polinomi di lacobi, In (oc , fi , x), con 
— i < a < < 0 ,  —  1 < P < o ,  qualunque sia la /  (x) continua si ha

(61) lim H  n ( x ) = f ( x )
n —>00

e ciò uniform em ente in [—  1 ,1 ], m entre per o c > o , fi > 0  la (61) non ha luogo(4).

(*) Nella seduta del 13 febbraio 1965.
(1) Cfr. G. SANSONE, Moderna teoria delle funzioni di variabile reale, Parte seconda, 

Bologna (1951). PP- 493 sgg.
(2) Cfr. nota (1), p. 495.
(3) Cfr. lav. cit. in (1), p. 492.
(4) Cfr. G. Sze.GÓ, Orthogonal polynomials, New York (1959), pp. 327 sg.
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È noto infine che per i polinomi di interpolazione di L agrange sussiste il 
classico fenomeno di F aber-B ernste in  cioè l’ im possibilità di approssim are 
con essi qualunque funzione continua (5).

Il diverso com portam ento dei polinomi di Lagrange rispetto  a quelli di 
H erm ite sta  nel fa tto  che, sem pre per n  pun ti fondam entali, m entre i prim i 
sono di grado <Cn —  1, i secondi sono di grado <L 2 n —  1. L ’innalzam ento 
del grado perm ette  di realizzare la convergenza ma, al tem po stesso, il procedi­
m ento di approssim azione diviene più complicato. Sono sta ti com unque escogi­
ta ti alcuni m etodi con i quali si ottengono polinomi di approssim azione con­
vergenti m a nei quali si è cercato di m itigare il necessario appesantim ento  
dovuto all’ innalzam ento del grado (6). Anche nella spline interpolation ci si 
preoccupa, fra l ’altro, dell’abbassam ento del grado (7) 8.

Scopo di questa N ota è di far vedere come per certe assegnate successioni 
di pun ti fondam entali per i quali non si ha la convergenza della form ula di 
H erm ite, sia ancora possibile o ttenere dei polinomi di approssim azione con 
grado m inore di quelli di H erm ite e che, senza essere in terpolanti, sono però 
costruttivi per la f  (x) essendo basati sulla sola conoscenza di essa in tali pun ti 
fondam entali.

D im ostrerem o in fa tti il teorema:
Siano x± , X2 , • • •, x n+p , don p i> o  f i s s a t o  , n fi- p  p u n ti delV intervallo 

(—  1 ,1 ), con—  1 <  Xi <  x% <  • • • <  x n+p <  1, e siano x \ , X2 , • • •, x n , n p u n ti dello 
stesso intervallo con —  1 <  x \  <  X2 <  • .* • <  x n <C 1, per i quali supponiamo che

n

nel relativo polinomio d i H erm ite ¥in (x) =  ^  f  (pck) (x), r isu lti ( x ) >  0<8>,
k = \

per k  — 1 , 2 , n; n =  1 , 2 , - - x e  [—  1 , 1 ) ]  e s2 abbia inoltre, u n i­
form em ente in  [—  1 , 1] , lim H n (x) f  (x), qualunque sia la f  (x) continua.

n OO

Supponiam o inoltre che, scelto un  £ >  o e arbitrario , esista un n§ tale che, 
per n >> n o , risu lti | Xk — Xk+S I <b£, s =  o , 1 , • • •, p\ k  =  1 , 2 , • • •, n. Posto 
allora

(7) H *(*)
4 . f{x ì)  + / ( ^ +1) +• • • + f( x k ) ,n)
X  ------ — ----- X X I------------------ hk

si ha

(7i) lim t ì * ( x ) = f  ( x )
n —̂00 c

e ciò uniformemente in  [—  1 , 1 ] ,  qualunque sia f  (x) continua.

(5) Cfr. lav. cit. in (1), p. 491.
(6) Cfr. G. GrÙNWÀLD, On the theory o f interpolation, «Acta Mathematica», 75, 219-

245 (1953)- !
(7) J. H. A h lb e a g  and E. N. NlLSON, Convergence properties o f the spline fit, « J. Soc. 

Appi. Math. », 11 (1), 95-104 (1963).
(8) Soddisfano, per esempio, a questa condizione i polinomi costruiti negli zeri^i ,x%, • • • ,xn 

di Tchebycheff di prima specie.
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I polinomi H* (x) forniscono così una nuova classe di polinomi approssi­
m anti e la convergenza è realizzata con polinomi di grado <  2 n  —  1, m entre 
i pun ti da ti sono n  +  p.

2. Per la dim ostrazione del teorem a enunciato, ricordiam o, in primo 
luogo, che si ha

(8)
kr=l

qualunque sia n  ed identicam ente per x  E [—  1 , 1 ^ (9), e che pertan to , essendo
n

2  f  (x) (x) =  f ( x ) ,  per Pipo tesi della convergenza di ¥Ln (x) verso f  (x),
k = i  ‘

si ha:

(9) lim 2  [/ (x) — f  (**)] A*0 (x) = o,
n —>00 k — 1

uniform em ente in [—  r , 1].
T enu to  conto della (7) e della (8) si ha anche:

f ( x )  —  v £ ( x ) 2k=rl /(* )■
f  (*ù -\-f(xk+1) +  • • • + / (*k+p) 
~ ~  P +  1 h ? (x)

=  2  [ / ( * )  h f  (x) +  2
k = l  k = \

f  (xk) —
/  (xi) + /  (xt+i) +  ' ■ • + /  (xk+p>

h 1 A?5(*) =

= 2 [/ (*) - /  (**)] A?’ «  + tPt 2 S 2 [/ (**) - /  <**+,)] I A?» (*).
£ = 1  ^  "T 1 A=1 ( f = 0 .  )

Osserviam o ora che, per l’uniform e continuità della f  (x) in  (—  1 , 1), 
scelto cj >  o si può determ inare corrispondentem ente un  s >  o tale che per 
\ u  —  v | <C e, u , v E [—  1 , 1 ], risulti |/  (u) — f ( v )  | < c r .

D eterm iniam o allora un no in modo che per n  >  no risulti, come supposto 
nell’enunciato del teorem a,

| Xk —  Xk+s | <  £ , s =  o , i , • • •, p  ; k  =  I , 2 , • • •, n.

T enuto  conto che per ipotesi è ì ip  (x) >> o, per k  — 1 , .2 , • • • , n  ; 
n =  1 , 2 , • • •; x  E [—  1 , 1 ] ,  si avrà, sempre in base alla (8),

/ W ~ H l W | < 2  L / 0 )  ~ h  (*)k=l
+  CJ.

Hta g è arb itra rio  e quindi, in base alla (9), ne segue il teorem a.

(9) Cfr. lav. cit in (i), p. 490,
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3. Per esempio, nell’ipotesi che i pun ti x\ , x% , • • •, xn+p siano gli zeri

del polinomio di Tchebycheff di seconda specie, che è il polinomio l n ~  , x̂ j ,

la form ula di H erm ite  per quanto  detto  precedentem ente non sempre con­
verge. Se invece x i  , x% , • • •, x n sono gli zeri del polinomio di Tchebycheff di

prim a specie, che è il polinomio \ n -̂----ì- , -—~ ~  > x j > la formula di H erm ite

converge in ogni caso e risu lta  in essa, per

# G [—  1 , 1 ]  , (x) >  o , k =  1 , 2 r - - , n ; n = i ,  2,

Ricordando che è xk =  cos — , k =  1 ,2  , • • •, n -\-p, ed xk ~  cos -  tt,r? +  P ”1“ I 2/2
k =  i , 2 , • • •, n, si ha

| Xk- ] -s  " % k \  o  ( —  \ ,

per s =  o , 1 , • • •, p  ; k — 1 , 2 , • • •, n.
Sono quindi soddisfatte le condizioni del teorem a enunciato e pertan to , 

per tu tte  le funzioni /  (x) continue in [— 1 , 1 ] ,  si ha uniform em ente

lim H * ( x ) = f ( x )
n - >  00

e gli H* (x), come abbiam o detto , sono costruiti con la sola conoscenza della 
f  (x) negli zeri del polinomio di Tchebycheff di seconda specie.

4. Si osservi che per p  =  o si ha un semplice slittam ento  dei valori della 
/  (x) dai pun ti x± , Xz , • • •, x n sui pun ti x± , x% , • • •, x n .


