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Analisi numerica. —- S u l calcolo degli autovalori relativi ad 
una equazione differenziale inerente ad un problema di conduzione 
del calore N ota II di F r ances co  S c a r p i n i , p resen ta ta  (*#) dal 
Corrisp. G. F i c h e r a .

3. D iam o ora un m etodo che consente di calcolare valori approssim anti 
per difetto  il prim o auto valore Xj .

L ’idea di tale m etodo risale a B arta  [1], che lo ha applicato nel caso p a r­
ticolare delle vibrazioni di una m em brana. Successivamente esso è stato  
esteso ad altri problem i da diversi A utori. Non mi risulta però che sia stato  
applicato ad. equazioni differenziali singolari, quale quella in studio.

P rem ettiam o il seguente teorema:
V II. -  Se w l {x) è una auto soluzione dell' operatore T, relativa a l p iù  

grande autovalore, la w 1 (x) e d i segno costante in  o <  x  <  1 , cioè ivi sempre 
positiva oppure negativa.

D im ostriam o dapprim a che w x (x) non cam bia segno in I. D etto  fjq il 
più grande autovalore di T, si ha

I  k (x A) w  (x) w  (£) dx dE (x  , £) wi  (x) wi  (5) dx d%
I x l  f x l

[x1 — m ax . ----------•--------— :-----------= ----------- -7---------------»— -----•
£(2)(i) l \ w ( x ) \ 2d x '  / \ w i ( x ) \ 2d x

I 1

Se la funzione w \ (x) potesse cam biare segno in I, essendo k (x  , l)  >  o allo 
interno di I X I, si avrebbe

j"k (x  ,E) i w\  (x) | | w\  (E) | dx dE 
^  I x I^  < ------------ --------------- ---------- ,

/ | w\  (x) I2 dx

il che è assurdo.
Ricordiam o che, per la (2) si ha:

w t (x) =  \ X 7I2

0
Y© 57/2 w 1 © d i  + x W y ( x ) V 2 ^ i  ( l ) d l  •

(*) La num erazione dei paragrafi, delle formule e dei teoremi prosegue quella della 
N ota I dallo stesso titolo.

(**) Nella seduta del 9 gennaio 1965.
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D ato che y (x) >  o per ^  >  o, se fosse wi(xo) =  o , o <  x 0 <  1 , visto che 
w i (x) non cam bia segno in I, dovrebbe aversi:

*0 1
j  T (5) ?7/2 (?) d i  =  o , I  ZJI2w i  (£) d l  =  o.
0 *„

Posto u\ (x) =  x ~ 7/2w i (x), per la (3) si avrebbe:

u\ (xo) =  x ~ 7̂ w \  (xo) =  o ,

" dui 
dx x=x0 EuidE, = Xi

x0 i
t 7/2w i (g )d t  =  o,

e quindi u\ (x), come soluzione della (1), nulla in x 0 assieme alla sua derivata, 
sarebbe identicam ente nulla in I.

Si consideri ora là classe V  delle funzioni u (x) soddisfacenti le condizioni: 
I); IP ) u  (o) <C o; III); IV) e V) E u^>  o nell’interno di I; ove le I); 

III); IV) sono le condizioni considerate a p. 3 della N ota I per definire la 6)X. 
Sussiste il seguente teorema:

V i l i .  -  Detto \ \  i l  p iù  piccolo autovalore delV equazione (1) si ha:

inf 
0 <* < 1

E u 
x 7 u <  Ai u (x) e V.

Indichiam o con m  (x) u n ’autosoluzione di (1) corrispondente all’autova- 
lore Ai e supponiam o ux (x) <  o all’in terno di I. Posto E u =  v , Eu± =  v± , 
poiché la funzione u (x) —  u  (o) è contenuta in in virtù  di (5) abbiam o

Eu v{x)  ...
,n O <  X  <  I,

da cui

( 0 )
E u

x 7 u

x 7 u l
x 7

( l )

I  § ( x , l ) v ( l )  d i — u (o) 
ò

Ai —

1 1
V (x) f  § (x , l) v\ (l) d i  — Vi (x) l ' § ( x , l ) v  (l) d i  4- u (o) vi (x)

b ó
1

x 7 I  ® (x , 5) V (D d l  —  u (o) I*§(x , l) v1 (l) d i

essendo

Ai =
Vi (x)

XT (x,Z)vi£)dZ

(1) Si osservi che per la II ')  e V) il denom inatore di questa frazione è positivo in 
o <  x  <  1.
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L ’integrale esteso ad I del num eratore a secondo m em bro di (13), per la 
sim m etria di § (x , £), risu lta  uguale a

1
» ( o ) J

0

Esso ha valore non positivo, come si constata, tenendo conto di II ')  e del 
fa tto  che v \(x )  =  — Ai x 1 u\ (x) >  o nell’intèrno di I. P ertan to  il num eratore 
del secondo m em bro della (13) avrà estremo inferiore in I non positivo.

Il denom inatore a secondo m em bro di (13) è positivo in o <C x  <  1 in 
forza del teorem a precedente e della già osservata positività di

1
— m (x ) =  j' § (x , %) v — u  (o).

ò

Ne risu lta  che l’estremo inferiore della frazione a ’secondo m em bro di (13) 
è non positivo e da qui l’asserto.

4. Si sono conseguiti valori approssim ati per eccesso dei prim i sette  au to ­
valori di (1) in con il m etodo di R ayleigh-R itz , (cfr. teor, V I), adoperando 
il sistem a di funzioni {9p] > (fi — 1 , 2 , • • •), con 9^ — x*. Calcolate le radici 
A<? (p =  1 , 2 , 7) dell’equazione di settim o grado

d e t* \ t ahk —  A b hò) == 0 1 , 2 ,• • • ,  7),
con

0
1

bhk — j  %1 9 h ?k

7 hk
(h -f k — 1) (h + k + 6) ’

h + k + 8 ’

si sono o tten u te  le lim itazioni

V <  A 7̂) » 0  =  I , 2 , 7).

Per conseguire invece i prim i tre valori approssim ati per difetto  Â7) (gp— 1 , 2 , 3 )  
si è fa tto  uso di un  m etodo di calcolo dovuto al prof. F ichera (2\  lim itandone 
l’applicazione a due casi particolari. 2

(2) Il metodb è sta to  illustrato, nella sua generalità, assieme a diverse applicazioni num e­
riche, in una conferenza, dal titolo «Sul calcolo degli autovalori », tenu ta  dal prof. F ichera il 
30 settem bre 1964 a ll’U niversità di Cagliari duran te  i lavori del Simposio M atem atico annesso 
alla X L V III R iunione della Società Ita liana  per il Progresso delle Scienze (Cagliari-Sassari, 
28 settem bre -  4 o ttobre 1964).
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In tro d o tto  Vinvariante ortogonale dell’operatore T

k(n) (xi k (n) (xi , x s)

s (; , ( T ) =  V d x  1 • • • d xs ,

I x I x  • • • X 1
k(n) (xs , X!) ■ ■ ■ k{n) (xs , Xs)

ove k(n) (x  , £) (nucleo dell’operatore T w), è l’itera to  ?z.simo del nucleo k (x  , £) 
la form ula d a ta  dal prof. Fichera, per la lim itazione inferiore degli au to ­
valori X̂  nel caso del problem a in studio, è la seguente:

9 4 )

1, m

1, m +  k

1
n

In questa: deve assumersi ^  le somme 21 sono estese alle com-

binazioni semplici di classe r degli indici 1 , • • •, m, laddove con s’in tende 
che la som m a è estesa a tu tte  le combinazioni semplici di classe r  —  1 dei 
num eri 1 , • • •, k  — 1 , k  +  1 , • • •, m. Nel caso s =  1 al posto della som m a­
toria a denom inatore deve leggersi 1.

I casi particolari considerati sono relativi agli invarian ti c)^ ed Il 
calcolo del prim o si è conseguito con integrazione elem entare. Si è così o tte ­
nu to  il seguente valore approssim ato per eccesso a meno di io - 8 .

0(i } <  0,12818683.

Delineiamo qui il procedim ento seguito per il calcolo di un valore in eccesso 
dell’invarian te  $i2).

D etto  A il triangolo o <  E <  r  < 1 si ha, causa la sim m etria del nucleo 
k (x  , £) per (x ,%) € I x  I:.

S>i2) =  2. J x 7 y2 (£) d x  d \.
A

Visto che la funzione in tegranda è continua in A — SA e sommabile in A  e 
la funzione

| ( i - r 8) y 2 © ^

è continua in SA, si è fa tto  ricorso al teorem a di Green ottenendo

1

G . b 7fl
0 * ,
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Valori approssim ati di questo integrale si sono conseguiti con il « m etodo 
del re ttangolo  ». In fa tti si ha

Il calcolo effettuato  con l ’ausilio di un calcolatore I.B .M . 7040 ha fornito i 
seguenti valori per n — 10000

(15) 0,013x61647 <  4 2><  0,013197089.

Per applicare il m etodo esposto nel paragrafo 3 (metodo di B arta) si 
sono im piegate le funzioni del tipo seguente:

(16) 2  c«
m — 1

m  —  1 , ,

£ f 7  ■)<— >*«

Si è assunto n =  4 e sono s ta te  considerate funzioni corrispondenti a diversi 
valori delle costanti cm.

I risu lta ti num erici o tten u ti con i vari m etodi im piegati in queste N ote 
e quelli in precedenza proposti da altri A utori, sono raccolti nelle tabelle che 
seguono:

^1 X2 X3 x4 X5

Latzko (1921) . . .

0
0 164,36 1700,40 —>■

Durfee (1956) . . . 8,72747 152,423 435.06 855,68 1414,1

F ettis (1957 . . 8,72798 152,8 462,5

Caligo (196*2) . . . . 8,7275 < X i <  8,7448

Caligo-Cotugno (1964) 8,72752 <  Al <  8,72759

Valutazioni approssimate, degli autovalori della (1), per difetto ed eccesso 
calcolate con i l  metodo d i R ayleigh-R itz e con Vuso della fo rm ula  (14).

(s =  1 , n =  1. 3^  <  0,12818683)

* ' i 7 )p 't'p A fp Errore relativo

8,41797 X i 8,72748 0,035463

92,8356 X 2 152,462 0,39109

157,104 X3 464,577 0,66184

li. — RENDICONTI 1965, Voi. XXXVIII, fase. 2,
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Valutazioni a.pprossimate, degli autovalori della (1), per difetto ed eccesso, 
calcolate con i l  metodo d i Rayleigh—R itz  e con l'uso della form ula  (14).

(s =  1 , n =  2. 3^  <  0 ,013197089)

K a)P p Errore relativo

8,72072 Ai 8,72748 0,00077308

125,645 a2 152,462 0,17589

200,175 A3 464,577 0,56913

Valutazioni del prim o autovalore d i (1) calcolate col metodo d i Rarta.

Cl C2 c3 C4 a ;

1 —  0 , 1 4 5 ---- 0,00 —  0,01 8,57214

1 —  0 , 1 4 5 ---  0,065 —- 0,01 8,57410

1 —  0 , 1 4 5 ----0,063 —  0,01 8,58156

I valori per difetto  forniti da Caligo [3] e da C aligo-Cotugno [4] sonò, 
come si è osservato nelLintroduzione, alla N ota I, errati. Questi A utori per­
vengono ai valori per difetto  di Ai con il classico procedim ento fondato sui 
calcolo degli integrali:

tn =s |  | ìé^ (x  , i;) |I 2 * d x  dy.
ix i

Purtròppo  i valori per eccesso da loro forniti per tz e sono erronei. In fa tti 
deve essere:

0 0  00

t%— ^  Aj>  ̂ , tz — ^  6
k=i k*=i

e quindi
h >  Ai é >  r~  4 * e tz >  A f6 >  Y)“ 6 ,

essendo r\ il num ero considerato nella introduzione. Ora, secondo gli A utori 
citati, si avrebbe

2*2 <  0,000172360 , h  <  0,00000226285 ,

m entre riesce:

7)“ 4 =  0,000172363879 , 7] 6 =  0 ,0 0 0 0 0 2 2 6 2 9 2 0 9 8 .
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