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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi matematica. — Swlla dimensione minima degli autoin-
stemi delle equazioni di seconda specie negli spazi di Hilbert ©. Nota
di BExEpETTO PETTINEO, presentata ¢ dal Socio M. PIconE.

Sia S uno spazio lineare di Hilbert complesso, completo e separabile @, e
sia G (#) una trasformazione definita in S, quivi lineare e continua ed avente
codominio G (S) contenuto in S. Si denoti con G* la trasformazione aggiunta
di G e si considerino le due equazioni (I'una aggiunta dell’altra)

) u—2G () =1 (f€5),
(2) v—1G* () = ¢ (8 €5)

(con A parametro complesso): Sia A il piano della variabile complessa A.

In una Nota precedente ? ho detto che leguazione (1) ¢ di seconda specie
tn un punto \ quando,si verificano le due circostanze seguenti.

«) uno almeno degli autoinsiemi U (\) ¢ V () rispettivamente della (1)
e della (2) abbia dimensione finita,

B) per lequazione (1) wvalga il teorema dell alternativa nella classica
Jormulazione: condizione necessaria e sufficiente affinché la (1) ammetta solu-
zione ¢ che il termine noto f sia ortogonale all’ autoinsieme N (W) della (2).

Ho detto pure che la (1) ¢ di seconda specie in un insieme A C A quando
¢ di seconda specie in ogni punto di A. (Ed allora la (2) risulta di seconda
specie nell’insieme A costituito dai coniugati dei numeri di A).

Ho poscia definito Z’indice J (\) dell’equazione (1) in ogni punto A in cui
'equazione & di seconda specie; precisamente, se v (\) e @ (A) sono rispetti-
vamente le dimensioni degli autoinsiemi U () e V() della (1) e della (2),
ho posto

3 JO=vm)—um,

convenendo che sia J (A) = 4 oo ovvero ] (A\) = — oo quando & infinita
la dimensione v (A) ovvero ¢ infinita la' dimensione w (1). Dopo di che, ho
stabilito il seguente teorema d’invarianza dell'indice:

D) L’insieme A° dei punti di A in cui I'equazione (1) é di seconda specie
¢ costituito da un numero finito o da un’infinita numerabile di campi A% (a due

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita dei gruppi di ricerca matematici del C.N.R.

(**) Nella seduta del 13 febbraio 1965.

(1) Per la terminologia ed i richiami cfr.: G. FICHERA, Lezioni sulle trasformazion:
lineari, Libreria Veschi, Roma 1962; F. RIESZ e B. Sz.-NAGY, Legons d’Analyse fonction-
nelle, Acad. des Sc. de Hongrie, Budapest 1955.

(2) B. PETTINEO, Sull’invarianza dell’indice delle equazioni di seconda specie negli spazi
di Hilbert, « Rend. Accad. Lincei», vol. XXXVIII (1965), fasc. 1.
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a due senza punti in comune) ® in ciascuno dei quali I'indice dell’ equazione si
mantiene costante.

Nella presente Nota dimostero il seguente teorema della dimensione mini-
ma degli autoinsiemsi:

1) In ogni campo Al (in cui Pindice della (1) & costante), ad eccezione

al pine dei punti di- un insieme N, finito o numerabile, le dimensioni v (\) e
w (N 7ispettivamente degli autoinsiemi U (\) e V(\) delle (1) ¢ (2) si manten-
gono costanti. L'insieme N?, non ha punti d’accumulazione in A?,; inoltre in
ogni punto'N di NY le dimensioni v (N) e u (N) sono maggiori (quando sono
finite) delle rispettive dimensioni (minime) v (\) e w (N che si mantengono
costanti al variare di \ in A — N° @,

Sia Ao un punto di A} e, per fissare le idee, si abbia
4) 0= pP)=v)=—+oo , phy) <+oo.

Riprendendo le considerazioni della Nota precedente @, si denotino con
So e con X le varietd degli elementi di S ortogonali rispettivamente agli
autoinsiemi U (Ao) e V (M) e si consideri la trasformazione R (f) che ad ogni
elemento f € X fa corrispondere la soluzione # € Sg dell’equazione

(5) u—>rG W) =f

Si denotino con P (%), Q (») e Q' (w) rispettivamente le proiezioni di »
sulle varieta U (ho), So e Zo e si osservi che i prodotti

(6) T,=RQY , T=T1G

sono trasformazioni definite in S e quivi lineari e continue.
Siano (quando esistono)

@) {%lz}<h:I""’VO‘0>> € {vk}(k:I""’V‘é\O))

due sistemi ortonormali e completi di autosoluzioni rispettivamente della
(5) e dell’equazione aggiunta

®) v—hG*(0) =g

Esiste un numero €>-o0 tale che, comunque si assuma A nell intorno
. (aperto) C (ho, €) col centro in Ag ed il raggioe:

(9) |)\—)\0‘<8y

(3) Il campo & un 1n51eme aperto e connesso.

(4) Se il tampo A ¢ quello che contiene il punto A = o, le dimensioni minime v (%)
e (A) sono costantemente nulle (perché, ovviamente, v (0) = @ (0) = 0); in particolare, se A0
coincide con l'intero piano A, si ritrova la nota circostanza delle teoria fredholmiana: che
Pinsieme Ng (degli autovalori della (1), ciascuno di rango finito) non ha punti d’accumu-
lazione.
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la soluzione pil generale dell’equazione (1) & data dalla formula

oo v (o)
(10) u == ”go A — )" T" (,121 T, u, +T1 (f)) (feS),

dove le variabili complesse 7, verificano (quando v (Ao) = -+ o0) la condizione
di convergenza

(1) ;|Th|2<+°°
ed inoltre verificano le (ko) condizioni lineari
v (ho) _
(12) 2 w)n ) =0 (=1, uG),
avendo posto
(13) wy= 2 00— %) TG (@),
n=0
(14) , W) =1, + T{ (w,).
Si consideri la matrice del sistema (12)
=1, --,v()
(15) { ()} ; E=1, -, u(h)

avente p (Ao) righe (in numero finito) e v (Ao) colonne (in numero finito o
no). Si consideri quindi un qualunque minore A della matrice (15)

<u/11 ’ wél) PR <u/ly ) w@)

(16) A = .

’ (u/h !wk,) y (ult, ) w,éy)

Considerato che
(7) (o) = B 02" GT" (), v
e posto
(GT”I (7"/21> ’ 'Uh) [ (GT”I (”%) ’ 7]1?1)

(18) Anl,.,nr:- . . ,

(GT”V (”"1) ) Zjéy) PR (GTn’ (uh,> ’ 'Ué)

mostrerd che per il determinante A ¢ valido il seguente sviluppo in serie 7%
o0

(19) A= X —x A, L

gy e a1y =0

Mostrerd anzi che la serie dei moduli

o]

<20> E |)\__)\0 ln1+...+n,+rIA'”"“”r[

tyy e ety =0

¢ totalmente convergente in un cerchio col centro nel punto Ag.



BENEDETTO PETTINEO, Swulla dimensione minima degli autoinsiemi, ecc. 153

Se M ¢ un numero maggiore dei moduli di G e di T, si ha
(21) [T @) | =M"| ] (n=o0,1,2,--)
e quindi, ricordando che #, e v, sono normali,
(22) | GT" (), ) | < | GT" ()|} 2, | <M.
Per conseguenza
(23) [ B, | M

e quindi, ricordando la (9),

o

(24) 2_ [ A= "7, L, <
[e9) [ 00 (4
<7l X (M2l Y @My
Hyse e iy=0 n=0

Pertanto bastera per esempio che sia
(25) e < !
5 oM

perché la (20) risulti totalmente convergente nell'intorno C (A , €). Anzi risul-
tera pure convergente la serie

(26) 2lr—r[""]A, ],

n=0

dove si & posto

(27) A= X A,

Ryt ny=n

Dopo di che dalla (19) seguird senz’altro
(28) A=Y 0—rn)"A,
n=0

con la totale convergenza della serie nell’intorno C (Ao, €).
Cio premesso e supposto senz’altro che si abbia

(29) A :l: Ao,

se il determinante A non & nullo, tra i termini A, (z =0,1,2,.- -) nello
sviluppo (28) ne esiste almeno uno non nullo; sia A, il primo tra questi. In
ogni caso, sia A, il primo (quando esiste) tra i numeri A, non nulli dello svi-
luppo (28) (anche se, eventualmente, il determinante A & nullo). Si consideri
allora la classe { A} costituita dai minori A estratti dalla matrice (15), nulli e
non nulli, per ciascuno dei quali vi ¢ almeno un termine A, non nullo nello
sviluppo (28) e, corrispondentemente, si consideri la classe { A, }. Sia p I'ordine
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massimo dei determinanti della classe { A}. Ovviamente ogni minore d’ ordine
maggiore di p estratto dalla matrice (15) & nullo ®.
Sia A’ un determinante d’ordine p (massimo) della classe {A} Si ha

(30) A= — )T {A, + (0 — o) Agir + A —no2 Agio +- - }
(con Ay=F o).

Percio, considerato che A, = o, rimpicciolendo (se occorre) il numero e,
si puo affermare che per ogni A (5= ho) che verifichi la (9) risulta

G0 Ao

(mentre, come si ¢ osservato, ogni minore della matrice (15) d’ordine maggiore

di p & nullo). Ma allora, come si ¢ visto nella Nota precedente ®, si ha
(rimpicciolendo ancora, se occorre, il numero ¢)

(32) Y =v00)—p , w®) =p@)—2

Concludendo: comunque si assuma Ao € Ay, esiste un intorno aperto
C (Mo, ) di ko tale che per ogni A (:iz Xo) di tale intorno le dimensioni v ()
e 1 () degli autoinsiemi U eV ()\) delle (1) e (2) si mantengono costante-
mente eguali a v (ho) — p ed a p(ho) — p rispettivamente. Tra gli intorni
C (ho, &) (aperti) c’e lintorno massimo C (ho , o), cioé quello (eventualmente
coincidente con l'intero piano A) di raggio €y massimo. Ed & chiaro che se
due intorni C (A, €0) e C (Ay, p) hanno una regione in comune, le dimensioni
(minime) v (3) e p () si mantengono costanti al variare di A nell’insieme
somma ’

C (o, +Co,cep),

ad eccezione al pili dei centri Ao € 2y (dove pud accadere che le dette dimen-
sioni aumentino).

Ne consegue che in tutto il campo A, salvo nei punti di un insieme N
(che pud anche mancare), le dimensioni v () e u (\) si mantengono costanti;
e tali dimensioni sono le minime in A giacché risulta, per ogni X' € N,

(33) VOO =) , w@)=u) ©.

L’insieme N9 non ha punti d’accumulazione nel campo A), pud averne
tutt ’al pitt sulla frontiera di A, (quando questa frontiera c¢’¢); in ogni caso
N7 & un insieme finito o numerabile.

(5) Non ¢ escluso che per ogni minore A estratto dalla matrice (15) si abbia sempre
A,=o0o(m=o0,1,2,---); in tal caso & p = o. Si noti pure che 2 &, in ogni caso, indipen-
dente da A (g=2%). ‘

(6) Per esempio: pud accadere che v()') coincida con v(A), ma solo quando v\ =
=v(\) = 4 oo, nel qual caso @ (%) (finito) & perd maggiore di w (%).



