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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Analisi m atem atica, — Sulla dimensione minima degli autoin- 
siemi delle equazioni di seconda specie negli spazi di Hilbert (* (**)}. Nota 
di B e n e d e t t o  P e t t i n e o , presentata r )  dal Socio M. B i c o n e .

Sia S uno spazio lineare di H ilbert complesso, completo e separabile (1), e 
sia G (u) una trasform azione definita in S, quivi lineare e continua ed avente 
codominio G (S) contenuto in S. Si denoti con G* la trasform azione aggiunta 
di G e si considerino le due equazioni (Tuna aggiunta dell’altra)

( 0  * —  XG ( « ) = / '  ( / e S ) ,

(2) v — l G * ( v ) = g  (g  e S)

(con X param etro  complesso). Sia A il piano della variabile complessa X.
In una N ota  precedente (2) ho detto  che Vequazione (i)  è d i seconda specie 

m  un punto  X quando, si verificano le due circostanze seguenti:
oc) uno almeno degli autoinsiemi U  (X) e V (X) rispettivamente della (i) 

e della (2) abbia dimensione f in ita ;
P) per Vequazione (1) valga il  teorema dell' alternativa nella classica 

form ulazione: condizione necessaria e sufficiente affinché la (1) ammetta solu­
z ion i è che il  termine noto f  sia ortogonale all'autoinsieme V  (X) della (2).

Ho detto  pure che la (1) è di seconda specie in un insieme A C A quando 
è di seconda specie in ogni pun to  di A. (Ed allora la (2) risu lta  di seconda 
specie nell’insieme À costitu ito  dai coniugati dei num eri di A).

Ho poscia definito Vindice J (X) delV equazione (1) in ogni punto  X in cui 
l’equazione è di seconda specie; precisam ente, se v (X) e p, (X) sono risp e tti­
vam ente le dim ensioni degli autoinsiem i U  (X) e V (X) della (1) e della (2), 
'ho posto

(3) J (X) =  V (X) -  IX (X) ,

convenendo che sia J (X) =  f i  00  ovvero J (X) — —  00 quando è infinita 
la dim ensione v (X) ovvero è infinita la dimensione p, (X). Dopo di che, ho 
stabilito  il seguente teorema d 'invarianza dell'indice:

I) L 'insiem e  A 0 dei p u n ti d i A  in  cui Vequazione (1) è d i seconda specie 
è costituito da un numero fin ito  0 da un 'in fin ità  numerabile d i cam pi A^ (a due

(*) Lavoro eseguito nell’am bito delT attiv ità  dei gruppi di ricerca m atem atici del C.N.R.
(**) Nella seduta del 13 febbraio 1965.
(1) Per la term inologia ed i richiam i cfr.: G. FlCHERA, Lezioni sulle trasformazioni 

lineari, L ibreria Veschi, Roma 1962; F. RlESZ e B. S z .- N a g y ,  Legons d 'A nalyse fonction- 
nelle, Acad. des Se. de H ongrie, B udapest 1955.

(2) B . PETTINEO, SulV  invarianza delV indice delle equazioni d i seconda specie negli spazi 
di H ilb e r t ,« Rend. Accad. Lincei», voi. X X X V III ('1965), fase, 1.
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a due senza p u n ti in comune) (3) in ciascuno dei quali Vindice delVequazione si 
mantiene costante.

Nella presente N ota  dim osterò il seguente teorema della dimensione m in i­
ma degli autoinsiemi:

II) In  ogni campo (in cui Vindice della (1) è costante), ad  eccezione 
al p iù  dei p u n ti d i un insieme N» fin ito  0 numerabile, le dim ensioni v (X) e 
fji (X) rispettivamente degli autoinsiemi U  (X) e V (X) delle (1) e (2) si manten­
gono costanti. L 'insiem e  N^ non ha p u n ti d'accumulazione in  ; inoltre in  
ogni puntogli d i Njj le dim ensioni v (X') e p, (X') sono maggiori (quando sono 

fin ite) delle rispettive dim ensioni (m inim e) v (X) e p, (X)' che si mantengono 
costanti a l variare d i X in  A n —  N„ (4).

** *

Sia X0 un punto di A^ e, per fissare le idee, si abbia

(4) o <  [X (X0) <  V (X0) <  +  0 0  , [X (X0) <  +  00 .

R iprendendo le considerazioni della N ota precedente ®, si denotino con 
So e con Ho le varie tà  degli elem enti di S ortogonali rispettivam ente agli 
autoinsiem i U  (Xo) e V  (Xo) e si consideri la trasform azione R ( / )  che ad ogni 
elem ento / e  Ho fa corrispondere la soluzione u'E So dell’equazione

(5) u  —  X0 G (u) — /  .

Si denotino con P (u) , Q (u) e Q' (u) rispettivam ente le proiezioni di u  
sulle varie tà  U  (Xo) , So e Ho e si osservi che i p rodo tti

(6) T i  =  R Q ' , T  =  T i  G

sono trasform azioni definite in S e quivi lineari e continue.
Siano (quando esistono)

(7) { K ì  (h =  1 >• • •» v Oo)) e { v k } \k =  1 ,• • -, (x (Xo))

due sistem i ortonorm ali e com pleti di autosoluzioni rispettivam ente della 
(5) e dell’equazione aggiunta

(8) v —  X0 G* (v) =  g  .

Esiste un num ero s >> o tale che, com unque si assum a X nell’intorno 
(aperto) C (Xo , s) col centro in Xo ed il raggio £ :

(9) | X — Xo | <  e ,

(3) Il campo è un insieme aperto e connesso.
(4) Se il campo è quello che contiene il punto X =  o, le dim ensioni minime v (X) 

e [i (X) sono costantem ente nulle (perché, ovviam ente, v (o) =  p (o) =  o); in particolare, se A® 
coincide con fin te rò  piano A, si ritrova  la no ta  circostanza delle teoria fredholm iana: che 
l ’insieme (degli autovalori della (1), ciascuno di rango finito) non ha pun ti d ’accum u­
lazione.
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la soluzione più generale dell’equazione (1) è d a ta  dalla form ula

~  /V ( h )  \

9 °) u =  2  9 ~  Xo)” TK [ 2  ^  uh +  Ti ( / ) )  ( / e  S) ,n = 0 \A = 1 j

dove le variabili complesse i h verificano (quando v (X0) =  +  oo) la condizione 
di convergenza

9  0  2 1 Td 2 <  +  <*>h

ed inoltre verificano le ;x(Xo) condizioni lineari
v ( K )

9 2) 2  (,uh . ^  +  ( / ,  9 D =  0h = 1

avendo posto
00

9  3) «fi =  2  9  ~  > V +1 T*K G* (vt ) ,
n =  0

9 4 ) vl =  vk +  T  t ( w k).

Si consideri la m atrice del sistem a (12)

9  s) ( 9 fi>«fi)}

{k =  I , • • • ,. (X (X0)) ,

>h =  I » ■ • • ,  v  ( X o ) \
k  =  1 , • • •, (J. (X o) /

avente ix (Xo) righe (in num ero finito) e v (Xo) colonne (in num ero finito o 
no). Si consideri quindi un qualunque m inore A della m atrice (15)

(16) A =
(U*l > ‘ (Uhy , «fi,)

(Uh  , Wkr) , • • • , (u h/ , Wkr)

C onsiderato che

9 7 )

e posto

(i8>

00
(«* - «fi) =  2  9  — Xo)"4'1 (GT* («,) , *,,)

• • • n.

(GTni(uhl) , v ^ , . - . , ( G T n̂ u kr) , v kl)

(GTnr(uh) , v ir) , . . . , ( G T r (ukr) , v ér)

m ostrerò che per il determ inan te  A è valido il seguente sviluppo in serie r*la

99) A =  2  (X-Xor+'-' + ̂ A ^ . . ^ .
«! , • • • ,  nr — 0

M ostrerò anzi che la serie dei m oduli
00

9 °) 2  | x - x 0 r + - +^ + ’-| a k....Hr\
n1 }‘ - - , n r= 0

è to ta lm ente  convergente in un cerchio col centro nel punto  X0 .
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Se M è un num ero m aggiore dei m oduli di G e di T, si ha

0 0  \ \ T  ( u ) \ \ < M n j u l  (« =  o ,  i , 2 , - . . )

e quindi, ricordando che uh e vk sono norm ali,

(22) I (GT'2 (uÀ) , V,) | <  I G T  (uh) I • I », I <  M k+1 .

Per conseguenza

(23) I S ni...„r \ < r \ M ”1+"-+nr+r

e quindi, ricordando la (9),

00
(24) 2  I x —  >0 P + •"+*'-+'■ | A»,...*,! <■■

n1, • • • ,.nr = 0

00 ! 00
< r !  2  (£M)KlH +*r+r =  r  ! 2  (sM )”+1

«1> • • ‘ ,»r = 0 ' 72 = 0

P ertan to  basterà per esempio che sia

(2 5 )  * < W '

perché la (20) risulti to talm ente convergente nell’intorno C (Xo , e). Anzi risul­
terà  pure convergente la serie

00
(26) . 2 | X ^ X o r | A . | >

n — 0

dove si è posto

(2 7 )  A k =  2  K---nr-
ni Jr • " • + n r —n

Dopo di che dalla (19) seguirà senz’altro
OO

(28) A =  j ( À - i 0r A ,
n — 0

con la to tale  convergenza della serie nell’intorno C (Xo , e).
Ciò premesso e supposto senz’altro  che si abbia

( 29)  X 4 =  X o ,

se il determ inan te  A non è nullo, tra  i term ini A  ̂ (n =  o , i , 2 , • • •) nello 
sviluppo (28) ne esiste almeno uno non nullo; sia AQ il prim o tra  questi. In 
ogni caso, sia AQ il prim o (quando esiste) tra  i num eri A,, non nulli dello svi­
luppo (28) (anche se, eventualm ente, il determ inante A è nullo). Si consideri 
allora la classe {A} costitu ita  dai m inori A es tra tti dalla m atrice (15), nulli e 
non nulli, per ciascuno dei quali vi è almeno un term ine A  ̂ non nullo nello 
sviluppo (28) e, corrispondentem ente, si consideri la classe { AQ}. Sia p  l ’ordine
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massimo dei determ inan ti della classe {A}. O vviam ente ogni minore d'ordine 
maggiore d i p  estratto dalla matrice (15) è nullo (5) 6.

Sia A' un determ inan te d ’ordine p  (massimo) della classe {A}. Si ha

( 3 ° )  ^  =  (X ~ ~  ^ o)e+i& { A Q 4~ (X —-Xo)^ A g +.i +  (X —- Xo)2 A q+2 +  • • • }

(con A ’=t=°)-

Perciò, considerato che A Q =j= o, rimpicciolendo (se occorre) il num ero e, 
si può afferm are che per ogni X (=4̂  Xo) che verifichi la (9) risu lta

(31) A' =(= o

(m entre, come si è osservato, ogni m inore della m atrice (1 5) d ’ordine m aggiore 
di p  è nullo). M a allora, come si è visto nella N ota precedente (2), si ha 
(rim picciolendo ancora, se occorre, il num ero s)

(32) v (X) =  v (X0) —  p , fi, (X) =  p. (X0) —  p  .

Concludendo: com unque si assum a X0 e , esiste un intorno aperto 
C (Xo_, s) di Xo tale che per ogni X (=4= Xo) di tale intorno le dim ensioni v (X) 
e fi. (X) degli autoinsiem i U  (X) e V  (X) delle (1) e (2) si m antengono costante- 
m ente eguali a v (Xo)— p  ed a jjl (Xo.)— p rispettivam ente. T ra  gli in torn i 
C (Xo , s) (aperti) c’è Vintorno massimo  C (Xo , £0), cioè quello (eventualm ente 
coincidente con l’intero piano A) di raggio £0 massimo. Ed è chiaro che se 
due in torn i C (Xo , £0) e C (Xq , eó) hanno una regione in comune, le dimensioni 
(minime) v (X) e fi. (X) si m antengono costanti al variare di X nell’insieme 
somma

C (Xo , sq) +  C (Xo , e0) )

ad eccezione al più dei centri Xo e Xó (dove può accadere che le de tte  d im en­
sioni aum entino).

Ne consegue che in tu tto  il campo A» , salvo nei pun ti di un insieme 
(phe può anche m ancare), le dim ensioni v (X) e fi. (X) si m antengono costanti; 
e. tali dim ensioni sono le m inim e in giacché risulta, per ogni X' € N « ,

(33) v (X' )>v(X)  , fi (X') >  fi (X) (6>.

L ’insieme N^ non ha p un ti d ’accum ulazione nel campo A°n , può averne 
t u t t ’al più sulla fron tiera di A^ (quando questa fron tiera c ’è); in ogni caso 

.N* è un insieme finito o num erabile.

(5) Non è escluso che per ogni m inore A estratto  dalla m atrice (15) si abb ia  sempre 
A» =  o (n =  o , 1 , 2 , • • • ); in tal caso è p  — o. Si noti pure che p  è, in ogni caso, indipen­
dente da X ( 4 - X o ) .

(6) Per esempio: può accadere che v(X') coincida con v(X), ma solo quando v(X') =  
=  v(X) =  q- 00, nel qual caso fx (X') (finito) è però maggiore di fi(X).


