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M atem atica. —  A  proposito di un teorema di rotocontrazione per 
g li autoomeomorfismi della corona circolare. N ota  (*} del Corrisp. G iu ­
seppe S c o r z a  D r a g o n i.

In .q u e s ta  N ota  espongo i risu lta ti di una M em oria u ltim a ta  da pochi 
giorni n e iram b ito  dell’a ttiv ità  dell’Is titu to  nazionale di a lta  m atem atica e 
dedicata a quegli autoom eom orfism i di una corona circolare, che non am ­
m ettono p u n ti u n iti e che applicano le due circonferenze estrem e della corona 
ciascuna su sé stessa.

Per questi autoomeomorfismi, in quella M em oria(1), fornirò una notevole 
precisazione di u n  mio risu lta to  recente. E per quelli che non hanno pun ti 
un iti nem m eno nei rispettiv i quadrati, e che per di più soddisfanno, insieme 
coi loro inversi, ed in una certa m etrica, ad una condizione lipschitziana 
opportuna, giungerò ad un risu lta to  forse definitivo.

1. Parliam o prim a, nella corona, degli autoom eom orfism i che non am ­
m ettono pun ti un iti e che applicano le due circonferenze estrem e ciascuna su 
se stessa.

Secondo quella precisazione, in  ogni ta l autoomeomorfismo t è sempre 
presente, nella corona, almeno una curva semplice ed aperta, c, che unisca le due 
circonferenze estreme della corona e che sia libera rispetto a t (cioè, che sia priva  
d i p u n ti in comune con la propria immagine in  /); oppure almeno una curva 
semplice e chiusa, z, che aggiri i l  centro della corona e che, se non è libera essa 
stessa rispetto a t, s i possa spezzare in due archi siffa tti, che uno d i essi, u, sia 
privo d i p u n ti in comune con la propria immagine in t  ed abbia un diametro 
minore d i un numero positivo prefissato, e che Valtro, v, sia privo d i p u n ti in  
comune con la propria immagine in  t e non incontri nemmeno / ’immagine, in  t , 
od in t~ x, d i tutta la curva z. In q u est’ultim o sottocaso, la curva semplice e 
chiusa dipenderà eventualm ente dalla scelta di quel num ero positivo; e quel 
diam etro po trà  essere calcolato nella m etrica euclidea.

A  chiarim ento di questo enunciato, avvertiam o esplicitam ente come 
nell’ultim o sottocaso non si possa dire che la curva z  separa l’arco t  (fi) dal 
l’arco t~ x fi) , a meno di non ritrovarsi ad d irittu ra  nel sottocaso precedente. 
Nel fa tto , una tal separazione im plicherebbe la (u +  v) O t f i)  =  0  e la 
f i  +  ^ ) f ì  t~ x f i)  — 0; cioè, una tal separazione, accanto alla v n  t  f i)  — 0, 
equivalente alla v n  t~~l f i)  =  0, im plicherebbe la u D t f i)  =  0 e la 
u  n  t~~x f i)  =  0, e di qui, a ttesa  naturalm ente anche la u D t  (u) — 0, segui­
rebbe! appunto  z  O t  (fi) == 0.

(*) P resen tata  nella seduta del 13 febbraio 1965.
(1) Che com parirà negli «A nnali di m atem atica pura ed app licata» .
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2. Parliam o ora, nella corona circolare, di quel tal risu ltato  forse definitivo. 
Allo scopo, nel piano della corona si fissi un sistem a di coord inate  polari, 

assum endo il centro della corona come polo, l ’angolo giro come u n ità  di m i­
sura per gli angoli, il raggio della corona come un ità  di m isura per i segm enti. 
E se P  e P" sono pun ti della corona, con i m oduli rispettiv i f i  ed f i ' , lo scarto 
fra P  e P ",

Il p' p,/ Il >
sia dato  dal m inim o dei valori assunti dalla radice quad ra ta

1 ( g  —  D 2 +  ( f i  —  f i ' f

al variare di fra gli argom enti di P' e di fra quelli di P", la d e term in a­
zione della radice q u ad ra ta  essendo ovviam ente quella non negativa (come 
quella della successiva radice q u ad ra ta  del num ero tre). Questo scarto, 
assunto a distanza, definirà la metrica polare nella corona.

R ispetto  alla m etrica polare, il solito autoomeomorfismo t è bilateralmente 
lipschitziano  secondo il coefficiente k , k  essendo una costante reale, se risu lta

F  P "  If <  1 /  (F )  /  (P") I <  k  1 F  P" i ,

qualunque siano i pun ti P' e P" t ra tt i  dalla corona circolare; cioè, se risu lta

\ t  (F )  t  (P") 1 <  k \ F  P" I,

11-1 (F )  t -1 (P " ) .1 <  k 1 F  P" I,

per ogni scelta dei pun ti P' e P" nella corona circolare. Ebbene, se i l  solito 
autoomeomorfismo t applica le due circonferenze estreme della corona ciascuna 
su se stessa, è privo d i p u n ti u n iti, insieme col suo quadrato, ed è bilateralmente 
lipschitziano, rispetto alla metrica polare, secondo un coefficiente k soddisfacente 
alla /è” 2 +  F 3>  2/^3 , esso ammette come libera, nella corona, almeno un a  curva 
semplice ed aperta, c, che unisca le due circonferenze estreme della corona, oppure 
almeno una curva semplice e chiusa, z, che aggiri i l  centro della corona. Nel 
prim o caso, i due campi individuati nella corona da c e t (fi) si possono in te r­
pretare, diciamo, come cam pi d i rotazione per l ’autoomeomorfismo indo tto  
da t  sulla ricovrente sem plicem ente connessa della corona circolare; nel secondo 
caso il campo ind iv iduato  da z  e t (fi) si può in terp re tare  come un campo d i  
contrazione per Vautoom eom orfism o assegnato o per il suo inverso. Si t r a t ta  
di considerazioni ovvie, sulle quali non è il caso di insistere. P iu tto sto  desidero 
osservare u n ’a ltra  cosa. Il vincolo rappresen ta to  dalla kr^  +  k ~3 >  2/1/3, che 
è soddisfatta  per k — 6/5 e che im plica per esempio la k<C Sl'4, è im posto 
dalla costruzione dim ostrativa . E può darsi che basti cam biare questa, per 
a tten u a re  quello. M a sarebbe certam ente più in teressante vedere cosa signifi­
chi, per t, essere topologicam ente equivalente ad un autoomeomorfismo che 
(applichi le due circonferenze estrem e della corona ciascuna su se stessa e 
che) sia b ilatera lm ente lipschitziano, secondo un coefficiente k  vincolato alla 
k ~2 +  k ~3 >  2/|/ 3 .

io . — RENDICONTI 1965, Voi. XXXVIII, fase. 2 .
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3. L ’ipotesi che il quadrato  di t sia privo di pun ti un iti impedisce di 
applicare il r isu lta to  del n. 2 alle rotazioni della corona circolare (a tto rno  al 
proprio centro e nel proprio piano), se l’angolo della rotazione è piatto! E 
sarebbe veram ente sgradevole se anche il teorem a del n. 1 non perm ettesse 
di ritrovare  che quegli autoom eom orfism i della corona circolare C, che sono 
privi di pun ti uniti, che applicano le due circonferenze estrem e di C ciascuna 
su se stessa, e che hanno come quadrato  l’identità, sono topologicam ente equi­
valenti a rotazioni di C, con u n ’ampiezza, per l’angolo della rotazione, uguale 
a quella degli angoli p ia tti (2). M a fo rtunatam ente  non è così.

Supponiam o, nel fa tto , che 1 ’autoomeomorfismo P di C sia privo di pun ti 
uniti, applichi le due circonferenze estrem e di C ciascuna su se stessa, ed 
abbia come quadrato  l ’iden tità . E m ostriam o in tan to  la presenza, in C, di 
una curva semplice ed aperta, c, che unisca le due circonferenze estrem e di C 
e che sia libera rispetto  a /.

Nel vero, se una tal curva c mancasse, in C sarebbero presenti le due 
curve semplici ed aperte  u  e v } con gli estremi, e gli estrem i soltanto, in co­
mune, libere rispetto  a t e  siffatte, che la curva semplice e chiusa u  +  v, dicia­
mola di nuovo z, aggiri il centro della corona e non incontri t (zi), oppure t~ x (v). 
E previo un eventuale scambio di uffici fra t e non sarebbe restrittivo
supporre vuota l ’ intersezione di z  e t (v). A llora t (v) o sarebbe contenuta 
nell’in terno della regione Z contornata da z, o sarebbe contenuta nell’esterno 
di Z. E t  (u) non soltanto  non avrebbe pun ti su u> m a non potrebbe averne 
nem m eno su v (perché /  porterebbe gli eventuali pun ti comuni a t (u) e v 
in p un ti di u, cioè di z, ed in pun ti di /  (z/), cioè in pun ti che non ap p a rte r­
rebbero a z). Indi z  sarebbe libera nella /. E t (z), aggirando anch’essa il 
centro di C, separerebbe z  da /2 ■(*), che invece coincide con 'z. Cosa assurda.

L a presenza della curva semplice ed aperta  c, libera rispetto  a /, è dim o­
s tra ta . Ed alla cu rv av  si può im porre di avere soltanto  gli estrem i in comune 
con le due circonferenze estrem e di C, uno sulla m inore e l’altro  sulla maggiore.

Le due regioni in cui C è divisa da c e /  (c) si possono porre in corrispon­
denza topologica con le due regioni in cui una corona circolare C  è divisa 
da due raggi d iam etra lm ente opposti, una C i , delle prim e andando in una, C i , 
delle seconde, e l’altra , C2, nell’altra , C2(3)- Anzi, a tteso  che il quad rato  di t 
è l ’iden tità , si può o ttenere che il punto  corrente P di Ci ed il suo trasform ato  
/  (P), che descrive C2, siano rispettivam ente associati a pun ti di Ci e C2 d ia­
m etra lm ente opposti. D onde la conclusione desiderata.

(2) La circostanza è p raticam ente nota. Si vegga, per esempio, L. E. J. B r o u w e r ,  
Uber die fteriodischen Transformationen der K ugel [«M athematische Annalen », voi. 80 (1921), 
Pàgg. 39-41].

(3) Si vegga, per esempio, B. V. K e r e k j a r t Ó , Vorlesungen ùber Topologie [Springer, 
Berlinp, 1923], cap. 2, § 2.


