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RENDICONTI

DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 13 febbraio 1965

Presiede il Presidente BENIAMINO SEGRE

NOTE DI SOCI

Analisi matematica. — Swu/la matrice risolvente di un sistema
normale di equazioni differenziali lineari ordinarvie con la variabile
wndipendente complessa. Nota 1 del Socio Mauro Picone.

La Nota presente fa seguito a quella @, che sara qui citata con la nota-
zione (N), nella quale ho dato un nuovo assetto formale alla teoria dei sistemi
normali di equazioni differenziali lineari, ordinarie, con la variabile indipen-
dente reale. Nella presente un simile assetto consegue la detta teoria, supposta
la variabile indipendente complessa. Indicata con z = x 47y tale variabile,
di parte reale x e di coefficiente y dell'immaginario, siano assegnati:

un campo A (insieme di punti aperto e connesso) del piano complesso z;
una matrice quadrata ‘

a (@) = ((au @),
d’ordine p, i cui elementi

altle(z) <h)é__“172)"‘)p>

(*) Presentata nella seduta del 13 fepbraio 1965.

(1) Dal titolo: Sulla matrice risolvente di un sistema normale di equazioni differenziali
lineari ordinarie, con la variabile indipendente reale. Questi « Rendicontin», vol. XXXVIII
della Serie VIII, fasc. 1 (Gennaio, 1965).

9. — RENDICONTI 1965, Vol. XXXVIII, fasc, 2,
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sono funzioni della variabile complessa z, olomorfe in A, cioé sia essa, come
brevemente dird, olomorfa in A; un vettore, a p componenti,

7@,

olomorfo in A, cio&, a componenti
f1<2> ) J2 <3> y 7f1) (Z> )

funzioni di 2, ivi olomorfe. Nella Nota presente mi propongo la ricerca di
un vettore

u (2),
a p componenti
ur(2), uz (2) -+, 1 (2),

esso pure olomorfo in A, verificante ivi il sistema normale di equazioni diffe-
renziali lineari ordinarie:

(1) St au=7.

1. Il campo d’integrazione & semplicemente connesso. — Fissato il punto
zero del piano complesso z in un punto di A, per ogni numero naturale
g considero il quadrato R@ del piano 2, luogo dei punti per cui:

x|S2r |y
e i 2%¢ quadrati
R, (h o b=1,2, .., 2%),

ottenuti decomponendo il quadrato R in quadrati di lato 2-¢.

Non appena ¢ & tanto grande da risultare la diagonale dei quadrati R
minore della distanza che il punto zero ha dalla frontiera di A, i quattro, fra
iquei quadrati, contenenti il punto zero sono tutti contenuti in A e indiche-
femo con D@ il massimo dominio connesso, riunione di quadrati R, conte-
nente il punto zero e contenuto in A. Risulta

D(ﬂ) C D(q+1) CA ,

e dico che, comunque si fissi il punto 2 di A, per ¢ abbastanza grande, il punto
& contenuto in DY. Detta, infatti, coordinata una poligonale del piano z,
per la quale ciascun lato & parallelo ad uno degli assi coordinati, data la con-
nessione di A, esistono di tali poligonali, contenute in A, aventi per punti
terminali il punto zero e il punto Z. Indicata con Il una di queste poligonali,
con 4 (IT) la sua massima corda, con & (II) la sua distanza dalla frontiera
di A, non appena ¢ ¢ tanto grande da risultare

20>4 Ay , 2e<d' (I,

()

il dominio D conterra la poligonale II e quindi anche il punto Z.
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Assunti, ad arbitraria, il numero naturale ¢ € i punti z e { del dominio
D®, si considerino le serie [cfr. le serie (1.3) e (1.7) di M]

T |3
(1.1) a+fa(s)ds+ ¥ | a» (e, s)ds,
et n=1
S o 9
(1.2) 8—{—[4(&) ds+ X | ®a@,s)ds,
v n=1
ove

s 9
a("*"l) <g, 5) :fa(”) <Z , Z) dj -a (S) y (”+1)Cl (C s 5) = a(s). [(”)a (C R t) dz ,

a(O)E(O)aEa’ (%=O,I,2,"'),

s,¢,¢ indicano variabili complesse, ciascun integrale essendo esteso ad una
poligonale coordinata di minima lunghezza, contenuta in D¥, avente per
punti terminali quelli agli estremi dell'integrale, la lunghezza delle quali &
certamente non superiore al numero 4-237. I termini di tali serie sono matrici
quadrate d’ordine p, ad elementi funzioni delle variabili complesse z e ¢,
olomorfe nell’interno del dominio D x D e sussistono le formole di mag-
giorazione: ‘

\

?

5 =M (D(7)>

ove M (D(Q)) designa il massimo di |a(2)| in D“.

Le dette serie convergono dunque totalmente nel dominio D x D@, La
somma, che indicheremo con

9
l [a‘") (z,9)ds

4 23 q)n+1

ZEEDIA

(1.3)

:
U(")d €, 5)ds

r(z,%)

della serie (1.1) & pertanto una matrice quadrata d’ordine p, funzione del
punto (z,%) olomorfa nell’interno del dominio D®x D¥. Essa vi verifica
lequazione integrale di Volterra:

g
(1.4) r(z,C):B—}—/a(s)r(s,ﬁ)ds,@

2

(2) Con & indico la matrice unith d’ordine g, per la quale

=o0, per A==k

3 hok=1,2,--,p).
h =1, per A==k, ( 2 2
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e quindi le equazioni
(15) @D Fa@rE,O=o, r€,0=3,

che la determinano nel dominio D xD“ . La somma, che indicheremo con
7 (z,%)

della serie (1.2), essa pure matrice quadrata d’ordine p, funzione del punto
2, C) olomorfa nell'interno del dominio D® x D@, ivi verifica I"equazione

q
integrale di Volterra:

:
(1.6) r’(z,Q:8+/7'<g,s)a<s>ds

e quindi le equazioni
(r.7) ;—Cr’(z,C)——r’(z,C)a(C):o, Y (z,2) =3,

che la determinano nel dominio D x D®. Con o stesso ragionamento esposto
al n. 1 di (N) si dimostra che sussiste I'identita:

r(z,8) =7 (z, 0.

Poiché, per il dominio DYtV g ritrova, in D¥, la matrice r(z,0) =
=7 (z, (), ivi gia ottenuta, e, comunque si fissi il punto z di A, esso,
al tendere di ¢ allinfinito, & definitivamente contenuto in D, possiamo
enunciare il teorema:

1. Comungue si definisca, nel campo A, semplicemente connesso, del piano
complesso z, uma matrice quadrata a (z) d’ordine p, olomorfa in A, esiste una
matrice quadrata v (z, %) d'ordine p, olomorfa nel campo A XA, verificante le
equaziont (1.4), (1.5), (1.6), (1.7). Se, comunque si assumono i punti z e C in A,
le matrici a (2) ¢ a () risultano sempre fra di lovo permutabili, si ha:

<

/ﬂ(-‘)df 00 : \7n
(1.8) o 0 = e EB-FE%(/a(s)ds),

n=1

con la formola di maggiorazione (1.3) dei termini della serie.

Tale matrice » (z,%) si dira la matrice risolvente dal sistema (1) e i teoremi
IV, V e VI di (N) si possono enunciare senz’altro, sotto le ipotesi testé con-
template, per rappresentare l'integrale generale del sistema (1) che riesce
olomorfo nel campo A, ove si sostituisca alle variabili reali xo , x e £ le varia-
bili complesse 2,z e §, intendendo le integrazioni effettuate lungo curve
regolari (in particolare, poligonali coordinate) tracciate nel campo A, termi-
nate ai punti estremi delle integrazioni stesse, assumendo arbitrariamenté i
vettori # e ¢ (2), a componenti complesse, quelle del secondo essendo funzioni
di' 2, olomorfe in A.
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In tali ipotesi, d’altra parte, il teorema d’esistenza, nel campo semplice-
mente connesso A, dell'integrale generale del sistema (1), olomorfo in A, &
ben noto dagli elementi.

Conviene, per l'uso che ne faremo fra poco, enunciare esplicitamente il
teorema:

I1. Nell'ipotesi del teorema precedente, comungue si assuma un sistema

Sondamentale v; (2) (G = 1,2, -, p) di soluzioni, olomorfe in A, del sistema
omogeneo
du
(Do H;—I—a(z)u—o,
esiste, uno ed un solo sistema fondamentale w® (2) (i = 1,2, -+, p) d7 solu-

zioni twi olomorfe, del sistema.

du
(g & @@u=o,

aggiunto al sistema (1), per il quale riesce, in AXA,

?
7 (2,0 = gl wy: (©) vy, (2),

avendo designata con vy (2) , Vi (2) ,- - -, Vs (2) le componenti del vettore v; (2) e
con wy; (8) ,wa (2) -+ -, wy; (2) quelle del vettore w® (2).

2. Caso partlcolare di una sola equazione differenziale d’ordine arbi-
trario. — Assegnate, nel campo A semplicemente connesso, le p + 2 funzioni
olomorfe

a0 <Z>7al <Z)""’ap<z> :f('g)!

la funzione # (2), essa pure olomorfa nel campo A, soluzione dell’equazione
differenziale normale, ordinaria e lineare,

dp+1 2
(.1 2@t —re),
verificante, in un assegnato punto z, di A, le condizioni:
d’u ) .
- = G=o0,1,2,-,9)
dz =2

¢ data anche dalla formola:

z

vo=F ) /p<z 030w “""W—dc} [oe 070,

z=1

Zy 50

designando p (¢, Q) la funzione risolvente dell’equazione (2.1), funzione del
punto_(z,{) olomorfa nel campo A’X A, determinata come soluzione della
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equazione integrale di Volterra

4
o (20 - (s—g?*
P\ZyC>—_ﬁ! +fp<z>s)k§0ak(s) F—d)! ds,

e, come tale, somma della relativa serie di Neuman, le integrazioni essendo
effettuate lungo arbitrarie curve regolari (in particolare, poligonali coordinate)
tracciate nel campo A, terminate ai punti estremi delle integrazioni.

Tale funzione soddisfa, nel campo A X A, le equazioni che si ottengono
dalle (3.2), (3.3), (3.9), (3.13) di (N), sostituendovi le variabili reali x e,
rispettivamente, con le complesse z e {, e sussistono il teorema X e le formole
(3.12) di (N), con le stesse sostituzioni.

3. Il campo d’integrazione & piul volte connesso. — Il campo A sia m
volte connesso e si abbia

A C AC A”,

essendo A’ e A” campi entrambi semplicemente connessi, dotati delle pro-
prieta seguenti. Nel campo A" sono contenuti » continui

CI;C2>"‘JCm,

limitati, eventualmente riducentisi ad un sol punto, a due a due disgiunti, il
campo A risultando l'intersezione del campo A" col complementare dell’in-
sieme chiuso riunione dei continui C;,Cg,---,C,,. Assunto, su ogni con-
tinua C,(/ =1,2,---,m) il punto 2@ = x@ - 4@ a coordinate minime,
nell’ordine #, y, cioé il punto che ha la minima ordinata fra quelli che hanno
la minima ascissa, sia X® ’estremo inferiore dell’insieme dei numeri reali §
tali che il segmento rettilineo lungo dei punti per cui &

E<x <20, y=y0,

appartenga al campo A. Se & ¥ > — oo, il punto [¥, y?] appartiene
alla frontiera di A. Si consideri l'insieme T, dei punti di A per i quali &

O < x<x® | y:y(l)’ <[:[’2,...’7ﬂ>_

Ebbene, il campo A’ & ottenuto da A, operando su di esso i zaglz

Tl,TZ,"',Tm,
asportandogli, cio¢, i punti dell’insieme riunione degli insiemi T1,Tg,--, T,,.
I continui C, (/ =1,2,..-,m) si diranno /acune del campo s volte

connesso A.

Essendo, il campo A’, semplicemente connesso, si puo definire, in A’ XA’
la matrice risolvente » (z, {) del sistema (1), che vi riesce funzione olomorfa
del punto (¢, %) e sussiste il teorema:
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1. Comungue si fissino il punto C in A’ e il punto & = % + iy (y = y@)

sul taglio T, (I = 1,2 ,.--,m), esistono, determinati e finiti, i quattro limiti
. . 3 o
(3.1) llrrhr(Z,C) o lim (2,0, per y<J =P,
2>z 5>z
. 3 a 5
(3.2) lff,r (z,0 hmo =7 (2,0, per y>9 =4y,
2>z 2>z

ai quali si tende uniformemente al variare di & in ogni intervallo chiuso e ﬁmz‘o
del taglio. Indicati i limiti (3.1), rispettivamente, coi simboli

(.0 ., sT(E,0),
e ¢ limiti (3.2) coi simboli

7/+<Z;*.v 3 S+<§)C>)

le matrici
r=(,8 , s(=,0 , (0, st(,0,

sono funzioni del punto (z,7), continue in T, X A, e, per ogni fissato punto z
in'T,, funzioni di C olomorfe in A’.

Dimostrazione. — Ciascun termine delle serie (1.1) e (1.2) verifica
la tesi.del teorema e se il quadrato R@, gid considerato, ¢ intersecato dal
taglio T, detto D® il massimo dominio connesso, riunione dei quadrati RY,
contenente il puntb zero e contenuto in A, si ha, in D(q), la convergenza
totale delle dette serie e di quelle delle derivate parziali, rispetto alle variabili
z e ¢, dei loro termini. Ma il dominio DY contiene un segmento del taglio T,
e questo segmento, al tendere di ¢ all’infinito, invade tutto il taglio, donde
la tesi. o

Condizione, necessaria e sufficiente, affinché una soluzione « () del sistema
(I‘ ) sia olomorfa nel campo A ¢ che essa lo sia nel campo A’, che, in ogni punto

o

Z = £+ 4y, di ciascun taglio T,, esistano, determinati e ﬁn1t1 entrambi i
limiti

limu(s), per y<y=3®,

z—>z

limuz(z), per y>9 =y,

2>z
ed indicati, tali limii, rispettivamente, con le notazioni
— o Q
w=(2) , wut(®),

entrambi i vettori” #~ (z) e u*(2) siano funzioni di 2z, continue su T,
(/=1,2, --,m) ed ivi coincidenti.
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Fissato, ad arbitrio, un punto 2, di A’, tutte le soluzioni del sistema (1),
olomorfe in A’, sono ivi date [cfr. la (2.5) di (N)] dalla formola

(3.3) u<z>=r<z,zo>ﬁ+/r<z,c>f<c>dc,

al variare del vettore arbitrario #, 'integrale essendo esteso, ad una poligo-
nale coordinata arbitraria, tracciata in A’, terminata ai punti zo e 2z, ed il
problema consiste, pertanto, nella ricerca di un vettore #, tale che il vettore
u (2), dato dalla (3.3) risulti olomorfo in A, cioé si abbia, in forza delle consi-
derazioni testeé fatte, su ogni taglio T,, con la continuity dei vettori u" (2) e
u (2), l'identitd

(3-4) (&) —u (2)=o0 (per I=1,2,---,m).

Ora, in forza del teorema III, si ha, sul taglio T,,

Wt (5) = 1" (s, 20) @ + (U7 f e, O @ dE,
(3.5) “

O = @m0 [ @ 07O,
avendo designato, coi simboli
(H“jf(...)dc , (Hﬁ)f('--)dt,

integrali effettuati, rispettivamente, lungo poligonali coordinate II*, II™, con-
giungenti il punto 2o col punto 2, i cui punti, eccettuati il punto z, appartengono
tutti al campo A’, avendo i lati terminali contenenti il punto 2, normali al
taglio T, la prima, nel semipiano y = y® e la seconda nel semipiano y < y@.

Dalle (3.5), a norma del teorema III, si deduce la continuitd dei vettori
ut (z)e u= (2) Si ha, d’altra parte, in A’,

z

e pertanto, in virtd dello stesso teorema III, per ogni fissato punto # del
taglio T,, Tl'esistenza dei limiti

2 o
lim u(2), per y<y=y?,

Z—>3z

ecx”@, per y> 3 = y®,

lim
(o}
>z
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determinati e finiti, ai quali si tende uniformemente, al variare di # in ogni
intervallo chiuso e finito del taglio. Ne segue che, per ogni punto § del taglio’
T, si ha:
Shq%u@@ay<ﬁ={%w@¢J
“‘_”9 - (=1,2,.,m),
| lim 5w ) er v > ) = |5 w7 @)

=12
Z—>z

donde il teorema:
IV. Sul taglio T, (= 1,2, --,m) si ha la continuita dei vettori

ut <Z> y u- <Z>y
¢ lidentita
ut (&) =u (2),

se, per un particolare punto z, = x; + 1y, = x;, + P, comungue scelto sul
taglio, risulta

ut (g) = u" ().

Dimostrazione. — In A’ sussiste 'identitd du/dz + au =f, e
quindi, in virth di quanto precede, sul taglio T, si ha:

3
2@ ta@utE) =f@),
2
@ tae@u @)=/,
e pertanto, la differenza v (x) = ut (x + &y?P) —u~ (x + &y®), vi verifica il
sistema omogeneo di equazioni differenziali lineari ordinarie:
do D
o TeEx+pP)v=o
e la condizione:
v(x,) =o0,
donde, come volevasi dimostrare,
v(x)=ut(x + yP) —u (x +y?P) =0, per X0 x<<x?.

Ne segue, tenendo conto delle (3.5.), il teorema ®:
V. Condizione necessaria e sufficiente affinché la soluzione u (2) del si-
stema (1), verificante, nel punto z, di A, la condizione:

u (29) = 42, (2g€ A")
(3) Cfr. C. BIRINDZLLI, [ntegrazione dei sistemi lineari ai differenziali totali illimita-

tamente integrabili, in due variabili indipendenti in un prescritio campo pin volte connesso
[questi « Rendiconti», vol. XIV della Serie VIII (1953)].
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sia olomorfa in A, é che, scelto a piacere, sul taglio T,(l= 1,2, ---,m) un
particolare punto z;, = x, + iy, = x, + iy?D, il vettore &, a p componenti,

verifichi il seguente sistema di mp equazioni lineari algebriche:

(3-6) ["+ (z1,20) —7 (27, 29)] %

KA z]
+ (H*')ffr (Zz,C>f<C)dC—(H—)/f(ZI,C)f(C)dC=o, (I=1,2,",m).

Secondo questo teorema, dunque, 'esistenza o meno di una soluzione
del sistema (1), olomorfa nel campo A, dipende dalla compatibilitd o meno
del sistema (3.6), di mp equazioni lineari algebriche, nel vettore incognito #
a p componenti, e la varietd lineare di quelle soluzioni ha la dimensione di
quella delle soluzioni del sistema stesso. Essa ¢ percorsa dalla funzione # (),
data dalla (3.3) nel mentre che # percorre la varieta lineare delle soluzioni del
sistema (3.6).

Mi limiterd ad enunciare i tre seguenti notevoli corollari del teorema V.

V1. Se il numerom delle lacune del campo A é maggiore di uno, il sistema (1)
e, in generale, privo di soluziomi olomorfe in A.

VIL. Se il campo A presenta una sola lacuna, e il sistema omogeneo (1)
vi possiede lo zero come unica soluzione ivi olomorfa, il sistema (1), comunque
st assuma un tale vettore f(2), ha sempre una ed wuna sola soluziome olo-
morfa in A. k

Pertanto. se il continuo limitato C, contenuto in A", contiene tutte le lacune
di A e soltanto lo zero ¢ soluzione del sistema omogeneo (1)g olomorfa nel campo
intersesione di A" col complementare di C, non puo esistere pin di una soluzione
del problema considerato.

VIIL. Se la matrice risolvente r (z , ) del sistema (1) ¢ funzione del punto
(2, Q) olomorfa nel campo A XA, in particolare, se la matrice a(z) ¢ olomorfa
nel campo A, condizione necessaria affinché il sistema (V) abbia soluzioni olo-
morfe in A ¢ che, per ogni poligonale coordinata chiusa 11, tracciata in A,
st abbia: ‘

G.7) f ,0f(©dl=o.

II

Soddisfatta questa condizione, ogni soluzione del sistema (1) ¢ olomorfa
in A, ed ¢ data dalla (3.3).

Questo teorema ¢, d’altronde, suscettibile della seguente dimostrazione
diretta. Supposta la matrice risolvente » (z,%) olomorfa in A XA, se esiste
una soluzione (2) del sistema (1), essa pure olomorfa su A, assunta, arbi-

W . . . . i
trariamente, una curva regolare chiusa I', tracciata in A, dall’identita

T e =5©,
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si trae

fr(z,C)%%d?;—i—fr@,C)a(C)%(C)dC=f7(3,C)f@ az,
r r

T

e, con un’integrazione per parti,
—[[Fre0—reDe@uoa=[re 0r0d,
r r

donde, per la (1.7),

(3.8) [rz, 07 @ dt=o.

T

Se sussiste la (3.7), per ogni poligonale coordinata chiusa II, tracciata
in A, l'eguaglianza:

u<z>=r<z,20>z%+<H>fr<z,c>f<c>dc,

avendo, col simbolo
a [,

designato un integrale effettuato lungo una poligonale coordinata II, tracciata
in A e terminata in punti 29 ez, definisce, come subito si vede, un vettore
olomorfo in A, soluzione del sistema (1) che, nel punto 2o, coincide col vettore
7%, arbitrariamente assegnato. Si ha dunque il teorema:

IX. Sedlsistema (1)é dotato di matrice risolvente r (z , §), olomorfain A X A,
condizione necessaria affinché esso abbia soluzioni olomorfe in A é che, comungue
vi st tracci una curva regolare chiusa U, sia verificata la (3.8). Condizione suffi-
ciente ¢ che sia verificata la (3.7), per ogni poligonale coordinata chiusa 1, trac-
ciata in A, ed allora tutte le soluzioni del sistema sono olomorfe in A e sono date
dalla (3.3), con 1 vettore arbitrario ed il punto zy comunque fissato in A, l'inte-
grazione essendo effettuata lungo una curva regolarve, in particolare poligonale
coordinata, tracciata in A e lerminata ai punti 2o e z.

Ovviamente, I'ipotesi del teorema ora enunciato equivale a quella dell’olo-
morfia, nel campo A, di ogni soluzione del sistema omogeneo (1)o, dalla quale
si deduce quella di ogni soluzione del sistema aggiunto (1)¥, la tesi del teo-
rema II e il seguente.

X. Se 4l sistema omogeneo (1)o ha tutte le sue soluzioni olomorfe nel campo
A, cido accade anche per il sistema omogeneo (1)f ad esso aggiunto e condizione
necessaria affinché il sistema (1) abbia soluzioni dello stesso tipo ¢ che, comunque
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st tracct in A, una curva regolare chiusal', per ogni soluzione w del sistema (1)¥
st abbia

(3.9) f(w,f) dz = o,

r

avendo designata con (w ,f) il prodotto scalare dei vettori w e f. Condizione
sufficiente ¢ che sussiste la (3.9) quando si assuma per I' una qualsiasi poligo-
nale coordinata chiusa, ed allora tutte le soluzioni del sistema (1) sono olomorfe
in A e date dalla (3.3).

Dimostrazione. — Assunto, ad arbitrio, un sistema di vettori
v;(8) G=1,2, -, p), aventi le componenti v;; (2), v;9 (2),- - -, 'v;4 (2) olo-
morfe in A, costituenti un sistema, fondamentale in A, di soluzioni del sistema
omogeneo (1), , esiste uno ed un solo sistema di vettori w® (2) (G =1,2, .-, p)
aventi le componenti wy; (s),w,; (2),- -, w, (2), per le quali risulta, in A,

5
z;lwm(Z)ZJ,.;,(Z)= 2k (B k=1,2, -, p).

Le w,; (¢) riescono funzioni di £, olomorfe in A, e, posto, per ogni punto
(2,0 di AxA,

?
rixb(‘?’"c):;*;wbi(c)vié(z)! (h:'é:IyZ:""P>7

la matrice »(z,%) E(('ZJM (2 ,C))) ¢ la risolvente del sistema (1). I vettori w® (2)
costituiscono un sistema, fondamentale in A, di soluzioni del sistema (1)
e la componente /=2 del vettore

[re0r@,
r
¢ data da

[Erie.0i0@&=F06 @ na,
r

7

e pertanto, data I'indipendenza lineare dei vettori ; (2), la (3.8) equivale alle
f(w(i),f)dt_,:O (i:I’Z""7p>!
r

cio¢ alla (3.9) per qualsivoglia soluzione w (2) del sistema (1) .

4. Ancora sul caso particolare di una sola equazione differenziale d’ordine
arbitrario. — Vale certo la pena di consideraré — infine, rapidamente — il
caso particolare dell’'unica equazione differenziale (2.1), d’ordine arbitrario
2 + 1, avente i coefficienti @, (2) e il termine noto f (2), funzioni della variabile
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complessa z, olomorfe, nel campo pit1 volte connesso A. Si puo affermare quanto
segue.

Se il numero # delle lacune di A & maggiore di uno, l'equazione &, in
generale, priva di soluzioni olomorfe in A. Se il campo A presenta una sola
lacuna e I'equazione omogenea (2.1)o ha lo zero come unica soluzione olo-
morfa in A, 'equazione (2.1), comunque si assegni una tale funzione £ (z),
ha sempre una ed una sola soluzione olomorfa in A.

Se l'equazione (2.1) possiede una funzione risolvente p (2, %), funzione
del punto (z, %) olomorfa nel campo A XA, se cio¢, I'equazione omogenea
(2.1) e quindi la sua aggiunta

dl’+1

4 E
(215 = D @ u @),

hanno tutte le loro soluzioni olomorfe in A, in particolare, se tutti i coeffi-
cienti @, (¢) dell’equazione (2.1) sono funzioni di z, olomorfe nel campo A",
condizione necessaria affinché 1’equazione (2.1) abbia soluzioni olomorfe in A,
¢ che, per ogni curva regolare chiusa I', ivi tracciata, si abbia

(4.1) - Jeeiormar=o,

r

condizione sufficiente & che cio si verifichi quando la curva I' & una poligonale
coordinata chiusa. Soddisfatta questa condizione, tutte le soluzioni dell’equa-
zione (2.1) sono olomorfe in A e vi sono date dalla formola:

42) u<z>—2%"’[zﬁz°) f“g’glz“-“@%’fg—fdt
k=0 ) .

%o

+/9(Z,C)f©di,

ovela#{) (=0, 1, -, p)sono costanti arbitrarie, zo & un punto arbitraria-
mente fissato in A, le integrazioni essendo effettuate, lungo curve regolari,
in particolare poligonali coordinate, tracciate in A, terminate ai punti 2z e 2.
Infatti, se, essendo p (2, {) funzione del punto (z, {) olomorfa nel campo
A XA, esiste una soluzione z (z) della (2.1) olomorfa in A, assunta, arbitra-
riamente, una curva regolare chiusa I, tracciata in A, dall’identita

p+1 2 )
et 2a 0 —r©,

si trae

/p<z c>[d§p+l +Eak<c>d ”}dc —jp<z 0f @ dL,

r



140 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XXXVIII ~ febbraio 1963

e quindi, con successive integrazioni per parti,

fP (,0f (@ dg =

r

9t +1

? ) Qk )
o 0 @0 R0 [ @), 6, D] R At =o,

-

in forza della (3.9) di (N), scritta sostituendovi le variabili reali x e £ con le
complesse z e (.

Se sussiste la (4.1), essendo I' un’arbitraria poligonale coordinata chiusa
di A, la funzione

“(5) =<H>fp<z,c>f<c> az,

comunque si assuma la poligonale coordinata I, definisce, come subito si ve-
rifica, una funzione di z, olomorfa in A, soluzione della (2.1), nulla nel punto 2,
con tutte le sue derivate fino a quelle, incluse, d’ordine p. Si richieda una solu-
zione della (2.1), olomorfa in A, che nel punto zo di A, assuma il valore 2"
e la sua derivata 7m il valore 4, (G =1,2, -+, ). Sia ¢(2) una fun-
zione, comunque, scelta, olomorfa in A che nel punto z,, assuma il
valore #} e la sua derivata im» il valore 4, la funzione v (2) = u (5) — ¢ (2)
¢ nulla nel punto z¢ con le sue derivate fino a quella inclusa, d’ordine p, e
deve essere soluzione olomdrfa in A, dell’equazione

d?+1

T E a, ()<

dﬁ+

F=f@— <d2»+1 Emz)“)

Ma per ogni curva regolare chiusa I' di A, risulta:
/p( c>( T E a; (©) dﬁ) dt=o,

e si ha quindi, per quanto precede, in virtl della (4.1),

v (2) fp@ C)f(C)dZ——/Mz c>(d@+l +§.‘; k<c> )dc,

donde la (4.2), se si assume per ¢ (2) un polinomio di grado .
Tenuto conto, infine, del teorema X di (N), nel quale le variabili reali x e &
sono SDStltulte con le complesse z e {, possiamo affermare quanto segue.
Se I'equazione omogenea (2.1), ha tutte le sue soluzioni olomorfe nel
campo pil1 volte connesso A, cio accade anche per I’equazione omogenea (2.1)g
ad essa aggiunta e condizione necessaria affinché ’equazione (2.1) abbia solu-
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zioni dello stesso tipo, ¢ che, comunque si tracci in A una curva regolare
chiusa I', per ogni soluzione w () dell’equazione (2.1)§ si abbia

4.3) wfdz =o0.
|

Condizione sufficiente ¢ che la (4.3) si verifichi quando si assuma per I'
una qualsivoglia poligonale coordinata chiusa, ed allora, tutte le soluzioni della
(2.1) sono olomorfe in A e sono date dalla (4.2), con le uf (G =0,1,---,5)
costanti arbitrarie e il punto 29 comunque fissato in A, le integrazioni essendo
effettuate lungo curve regolari di A, in particolare poligonali coordinate, ter-
minate ai punti z9 e z.



