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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, m atem atiche e naturali

Seduta del 13 febbraio 1963 

Presiede il Presidente B e n ia m in o  S e g r e

N O T E  D I  S O C I

Analisi matematica. —- Sulla matrice risolvente di un sistema 
normale di equazioni differenziali lineari ordinarie con la variabile 
indipendente complessa. Nota I (*} del Socio M auro P ic o n e .

L a N o ta  presente fa seguito a quella (1), che sarà qui c ita ta  con la n o ta ­
zione (N), nella quale ho dato  un nuovo assetto formale alla teoria dei sistemi 
norm ali di equazioni differenziali lineari, ordinarie, con la variabile ind ipen­
dente reale. Nella presente un simile assetto  consegue la d e tta  teoria, supposta 
la variabile indipendente complessa. Ind ica ta  con z  =  x  +  iy  tale variabile, 
di p a rte  reale x  e di coefficiente y  delTimmaginario, siano assegnati:

un campo A  (insieme di pun ti aperto  e connesso) del piano complesso#; 
una m atrice q u ad ra ta

a (z) s= ([ahk (*) ,

d ’ordine p , i cui elem enti

ahk (f) (h , k .= 1 ,2  r - , p )

(*) Presentata nella seduta del 13 febbraio 1965.
(1) Dal titolo: Sulla matrice risolvente di un sistema normale di equazioni differenziali 

lineari ordinarie, con la variabile indipendente reale. Questi « Rendiconti », voi. XXXVIII 
della Serie V ili, fase. 1 (Gennaio, 1965).

9 . — RENDICONTI 1965, Voi. XXXVIII, fase, 2,
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sono funzioni della variabile complessa z, olomorfe in A, cioè sia essa, come 
brevem ente dirò, olomorfa in  A; un vettore, a p  com ponenti,

/  0)>

olomorfo in  A, cioè, a com ponenti

f i  0 )  ,/%(?),■■■ , f p (z) ,

funzioni di z, ivi olomorfe. Nella N ota presente mi propongo la ricerca di 
un vettore

u (0) ,

a p  com ponenti

ui (z) , «2 (z) , ■ ■ ■, Up  ( z )  ,

esso pure olomorfo in A, verificante ivi il sistem a norm ale di equazioni diffe- 
renziali lineari ordinarie:

co
d u 
dz + ' au = f .

1. Il cam po d ’in tegrazione è sem plicem ente connesso. -  F issato il punto  
zero del piano complesso z  in un punto  di A, per ogni num ero natu ra le  
q ^considero il quadrato  del piano z t luogo dei p un ti per cui:

| x  | ^  2q , | y  | ^  2q

e i 2iq quad rati

R&\ (h , k =  1 , 2 ,. • - , 22?),

o tten u ti decomponendo il quadrato  in quadrati di lato 2 ~ q .
Non appena q è tan to  grande da risultare la diagonale dei q uad rati R(/2 

m inore della d istanza che il punto  zero ha dalla fron tiera di A, i q u a ttro , fra 
iquei quadrati, contenenti il punto  zero sono tu tti  contenuti in A  e indiche­
remo con D ($r) il massimo dominio connesso, riunione di q uad ra ti R(/i  , conte­
nen te il pun to  zero e contenuto in A. R isulta

D(<?) c  d (*+D c  A  ?

e dico che, com unque si fissi il punto  z  di A, per q abbastanza grande, il punto  z 
è contenuto  in . D e tta , in fatti, coordinata una poligonale del piano z ) 
per la quale ciascun lato  è parallelo ad uno degli assi coordinati, d a ta  la con­
nessione di A, esistono di tali poligonali, contenute in A, aventi per pun ti 
term inali il pun to  zero e il punto  z. Ind icata  con II una di queste poligonali, 
con 4 (H )  la sua m assim a corda, con < '̂(11) la sua d istanza dalla frontiera 
di A,! non appena q è tan to  grande da risultare

2q > d ( t t )  , 2- q < d / ( U ) ì

il dom inio conterrà la poligonale II e quindi anche il punto  z.
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Xr
( I .I ) i + j a

r
(1.2) S +  j  a

ove

A ssunti, ad arb itra ria , il num ero n atu ra le  ^ e i pun ti z  e £ del dominio 
D (̂ , si considerino le serie [cfr. le serie (1.3) e (1.7) di (N)]

\

n =  l  ,

n — 1 J  
z

%>
a(n+i) s) =  J (z yt) dt • a (s) , (£ , s) — a (s) • j  ^ a  (C , t) d t ,

* j
^(0) == (o)a == a , (^ — o , 1 , 2 , • • •),

, / ,  K indicano variabili complesse, ciascun integrale essendo esteso ad una 
poligonale coordinata di m inim a lunghezza, contenuta in D ^ \  avente per 
pun ti term inali quelli agli estrem i .dell’integrale, la lunghezza delle quali è 
certam ente non superiore al num ero 4 • 23*'. I term ini di tali serie sono m atrici 
quad ra te  d ’ordine 7), ad elem enti funzioni delle variabili complesse z  e £, 
olomorfe nell*interno del dominio D (?) x D (?) e sussistono le formole di m ag­
giorazione:

5 ■
( z , s) di*

0 -3)

M a (C , s) ds

ove M (D(̂ ) designa il m assimo di \ a (z)\ in D (̂ .
Le d e tte  serie convergono dunque to talm ente nel dominio D(?/x D (?). L a 

somma, che indicherem o con

*•(>,£)

della serie (1.1) è p ertan to  una m atrice q u ad ra ta  d ’ordine 7), funzione del 
pun to  (z  , C) olomorfa nell’in terno del dominio D(?)x D (?). Essa vi verifica 
l ’equazione in tegrale di V olterra:

( M )

1
r  (z , £) == S +  j a (s) r  (s ,X) d*, (2)

(2) Con B indico la matrice unità d ’ordine per la quale
= o , per h =|= k ,

hk
=  1 , per h — k ì

( h , k  =  1 , 2 •  • , / )  .
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e quindi le equazioni

0 -5) ~ r ( z , K )  +  a ( z ) r ( z , Z )  =  o ,  r ( t , t ) = s .

che la determ inano nel dominio D(?)x D (?). La somma, che indicherem o con

r  f i  , f i ) .

della serie (1.2), essa pure m atrice q u ad ra ta  d ’ordine p , funzione del punto  
f i  , f i)  olomorfa nell’in terno del dominio D(<7) X D(<?), ivi verifica l’equazione 
in tegrale di V olterra:

%
(1 -6) r' f i  , fi) =  8 -f~ j  r  f i  , .9) a (fi) d^

e quindi le equazioni

9 -7) ^  r' (z , 9  — r' (z , £) a (C) =  o , r  (z , z) =  8 ,

che la determ inano nel dominio D(?) X D(4°. Con lo stesso ragionam ento  esposto 
al n. i di (N) si d im ostra che sussiste l ’identità :

r  f i  , fi) =  r' (z , fi).

Poiché, per il dominio D'(*+1), si ritrova, in D(!?), la m atrice r f i , f i )  == 
=  r' f i  , fi), ivi già o tten u ta , e, com unque si fissi il punto  £ di A, esso, 
al tèndere di q a ll’infinito, è definitivam ente contenuto in D(<?), possiamo 
enunciare il teorema:

I. Comunque si definisca, nel campo A, semplicemente connesso, del piano  
complesso z, una matrice quadrata a (z) d'ordine p , olomorfa in  A, esiste una  
matrice quadrata r  f i  , £) d'ordine p , olomorfa nel campo A x A ,  verificante le 
equazioni (i .4), (1.5), (1.6), (1.7). Se, comunque si assumono i p u n ti z  e £ in A , 
le m atrici a (fi) e a (fi) risultano sempre fr a  d i loro perm utabili, s i ha:

K
I a (s) ^  00 l ì  \ n

^  ) r  f i  , f i  — ez ~  S +  2  '~  y J  a (fi) d^j ,
z

con la fiormola d i maggiorazione (1.3) dei term ini della serie.
T ale m atrice r  (z, fi) si d irà la matrice risolvente dal sistem a (1) e i teoremi 

IV, V e V I di (N) si possono enunciare senz’altro, sotto  le ipotesi teste con­
tem plate, per rappresen tare l ’integrale generale del sistem a (1) che riesce 
olomorfo nel campo A, ove si sostituisca alle variabili reali xq , x  e ^ le v aria­
bili complesse zq , z  e £, intendendo le integrazioni effettuate  lungo curve 
regolari (in particolare, poligonali coordinate) tracciate nel campo A, term i­
nate  ai p un ti estrem i dèlie integrazioni stesse, assum endo arb itra riam en te  i 
vetto ri u e 9 (T), a com ponenti complesse, quelle del secondo essendo funzioni 
di z y olomorfe in A.
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In tali ipotesi, d ’a ltra  parte , il teorem a d ’esistenza, nel campo semplice- 
m ente connesso A, dell’integrale generale del sistem a (1), olomorfo in A, è 
ben noto dagli elem enti.

Conviene, per l’uso che ne farem o fra poco, enunciare esplicitam ente il 
teorema:

II. N.elVipotesi del teorema precedente, comunque si assuma u n  sistema 
fondamentale v{ (z) (i =  1 , 2 , • • •, p) d i soluzioni, olomorfe in  A, del sistema 
omogeneo

(1)0 f  +  a 0 )  u =  o ,

esiste, uno ed un solo sistema fondam entale w w (z) (i — 1 , 2 , • • •, p) d i solu­
zioni iv i olomorfe, del sistema:

(0o —  —  «*(> )«  — o ,

aggiunto a l sistema (1)0, z7 quale riesce, m  A x A ,

< > -0  =  2  wki Z S vìh 0 )  -2 = 1

avendo designata con vn  (z) , v ^  (f) , • • •, vip (f) le componenti del vettore v. (z) e 
con W u (z) ,W 2i(z) , • • - , Wpi (z) quelle del vettore w (i) (z).

2. Caso p a rtico la re  di una  sola equazione differenziale d ’ordine a rb i­
tra r io . -  A ssegnate, nel campo A semplicem ente connesso, le p  -f- 2 funzioni 
olomorfe

ao 0) , ai (z) , -. --,ap ( z ) , f ( z ) ,

la funzione u (z), essa pure olom orfa nel campo A, soluzione dell’equazione 
differenziale norm ale, ord inaria e lineare,

(2.1) d p + 1 u 

d z p+1

P

2  ak (a)

verificante, in un assegnato punto  z0 di A, le condizioni:

cf u 

dz*
=  4 °

*=* 0
(i =  O , I , 2 , • • . , p)

è d a ta  anche dalla formula:

u (z)
p

2 *4°
( z ---ZoY

e , e  2 ^ ( 0i=0 +  { p (s ,X ) f (S )< ìZ ,
J

designando p (z , Q la funzione risolvente dell’equazione (2.1), funzione del 
p u n t o ^  ,[£) olomorfa nel campo A‘x A ,  determ inata come soluzione della
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equazione in tegrale di V olterra

P (* > 0  =  + / ?  (* . *) fr) ((/Ldj! >

e, come tale, somma della re la tiva serie di N eum an, le integrazioni essendo 
effettuate  lungo arb itra rie  curve regolari (in particolare, poligonali coordinate) 
tracciate  nel cam po A, term inate  ai pun ti estrem i delle integrazioni.

T ale funzione soddisfa, nel campo A  X A, le equazioni che si ottengono 
dalle (3.2), (3.3), (3.9), (3*13) di (N), sostituendovi le variabili reali x  e £, 
rispettivam ente, con le complesse z  e e sussistono il teorem a X e le formole 
(3.12) di (N), con le stesse sostituzioni.

3. Il cam po d ’in tegrazione è p iù  volte connesso. -  Il campo A sia m  
volte connesso e si abbia

A ' C A C  A",

essendo A' e A" campi en tram bi sem plicem ente connessi, d o ta ti delle p ro ­
prie tà  seguenti. Nel campo A" sono contenuti m  continui

Cl , C2 > ’ * ‘ > C'm )

lim itati, eventualm ente riducentisi ad un sol punto , a due a due disgiunti, il 
campo A risu ltando  l’intersezione del campo A" col com plem entare dell’in ­
sieme chiuso riunione dei continui Ci , C2, ••• ,C m . Assunto, su ogni con­
tinua Cl (/ =  1 , 2 , • • •, m) il punto  z =  x (/) +  i y ^  a coordinate minime, 
nell’ordine x f y , cioè il punto  che ha la m inim a o rd inata  fra quelli che hanno 
la m inim a ascissa, sia V(/) l’estrem o inferiore dell’ insieme dei num eri reali E, 
tali che il segm ento rettilineo lungo dei punti per cui è

\< i x  <  x (/) , y  =  x (/) ,

appartenga al campo A. Se è >> — 00, il punto  [V(/) , y ^ ]  appartiene 
alla frontiera di A. Si consideri l ’insieme T l dei pun ti di A  per i quali è

V(/) <  x  <  x (l) , y  =  v (/) > (/ =  1 , 2 , • • •, ni).

Ebbene, il campo A' è o ttenu to  da A, operando su di esso i tagli

Ti , T2 , • • •, T m ,

asportandogli, cioè, i pun ti dell’insieme riunione degli insiemi T i , T2 , • • •, T m.
I continui Q  (/ == 1 ., 2 , • • •, ni) si diranno lacune del campo m  volte 

connesso A.
Essendo, il campo A ', sem plicem ente connesso, si può definire, in A 'x A )  

la m atrice risolvente r  (z , Q del sistem a (1), che vi riesce funzione olomorfa 
del pun to  (z , Q e sussiste il teorema;
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III.  Comunque s i fissino  i l  punto  £ in  A'  e i l  punto 2 =  x  iy  (y  =  y ^ )
su l taglio T t '(l =  i ,2 ,* > •, m ) , esistono, determinati e f in i t i , i  quattro lim iti

(3-0
lim r  f i  f i )  ,0 per y  <  y  — y (l) ,
0 —> z Z-+Z

(3-2) lim r f i  , fi)0z —>■ z z-> z
per yd> y  — _y(/) ,

ai quali si tende uniformemente a l variale d i z in ogni intervallo chiuso e fin ito  
del taglio. Ind ica ti i lim iti (3.1), rispettivamente, coi simboli

• 1
 

"C
o

G> d , C ) ,

e i lim iti (3.2) coi simboli

(1 , Q , j + ( ! , 0 - ,

le matrici

r -  {z , 0 > •?” ( 2 , 0  , r +.(* , 0  , ■f+ (z , 0

sono fu n z io n i del punto f i  , Q, continue in  T,  X A',  e, per ogni fissato punto z  
in T l , fu n z io n i d i Z, olomorfe in K .

D i m o s t r a z i o n e .  -  Ciascun term ine delle serie (1. ì) e (1.2) verifica 
la tesi del teorem a e se il quadrato  R ^ ,  già considerato, è intersecato dal 
taglio TP, detto  D(<?) il massimo dominio connesso, riunione dei qu ad ra ti R (/ j ,  
contenente il punto  zero e contenuto in A, si ha, in D (<7), la convergenza 
to tale  delle d e tte  serie e di quelle delle derivate parziali, rispetto  alle variabili 
z  e £, dei loro term ini. M a il dominio contiene un segm ento del taglio T ; 
e questo segm ento, al tendere di q a ll’infinito, invade tu tto  il taglio, donde 
la tesi.

Condizione, necessaria e sufficiente, affinché una soluzione u fi)  del sistem a 
(1) sia olomorfa nel campo A è che essa lo sia nel campo A ', che, in ogni pun to  
z- =  x--\- iy  y di ciascun taglio T /? esistano, determ inati e finiti, en tram bi i 
lim iti

lim u fi)  , per y  <  y  — y ^  ,oZ —> z

lim u fi)  , per y  >  y  — y l̂ ) ,oz —> z

ed indicati, tali limii, rispettivam ente, con le notazioni

u~ (fi) , u + (fi) ,

en tram bi i v e tto ri' u~ fi)  e u + fi)  siano funzioni di 2} continue su 
(/ =  1 , 2 , • • - , ni) ed ivi coincidenti.
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Fissato, ad arbitrio , un pun to  z0 di A ', tu tte  le soluzioni del sistem a (1), 
olomorfe in A ', sono ivi d ate  [cfr. la (2.5) di (N)] dalla formola

(3-3) u (z )  =  r ( z  , z 0)& +  j r  (z , £ ) /  ( 0  d£ ,
z0

al variare del vettore arb itra rio  u, l’integrale essendo esteso, ad una poligo­
nale coordinata a rb itra ria , tracciata  in A7, term inata ai pun ti zo e z, ed il 
problem a consiste, pertan to , nella ricerca di un vettore u, tale che il vetto re 
u (z), dato  dalla (3.3) risulti olomorfo in A, cioè si abbia, in forza delle consi­
derazioni testé fa tte , su ogni taglio T / , con la continuità dei vettori (z) e 
u~  (z), Videntità

(3.4) u + (z) —■ u~ (z) == o (per /  =  1 , 2 , • • •, m).

Ora, in forza del teorem a III ,  si ha, sul taglio T n

u + 0 ) =  r + (z , zo) à +  (11+) J r + (z,  Q f  (Q ,
*0

z

U~ (s) =  r~  (z , zo) & +  (FT ) j r~ (* , Q / ( Q  d i;,
«0

avendo designato, coi simboli
Z Z

c n +) | ( . . . ) d ? ;  ,
Zo zo

in tegrali effettuati, rispettivam ente, lungo poligonali coordinate I I 4-, LI~~, con­
giungenti il pun to  zo col punto  z, i cui punti, eccettuati il pun to  z, appartengono 
tu t ti  al campo A ', avendo i la ti term inali contenenti il punto  z y norm ali al 
taglio T /, la prim a, nel semipiano y  ^  y^l) e la seconda nel sem ipiano y  A yU \ 

Dalle (3.5)) a norm a del teorem a III,  si deduce la con tinu ità  dei vetto ri 
u + (z) e u~~ (z) Si ha, d ’a ltra  parte , in A ',

z

A  U (*) =  (* ’ *») « +  f i c  r  ®  +  / ( * ) •

e pertan to , in v irtù  dello stesso teorem a ILI, per ogni fissato pun to  z  del 
taglio T 7, l’esistenza dei lim iti

lim ~  u (z) , per y  y  — y (/),

9lim ~  u (z) , per y  >> y  ■== y il) ,
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determ inati e finiti, ai quali si tende uniform em ente, al variare di z  in ogni 
intervallo  chiuso e finito del taglio. Ne segue che, per ogni punto  z  del taglio 
T l si ha:

U m ^ O )  (per y  <  y )  =  u~ (z)dx

lim Tx 11 d)  (Per y > y ) =  w+ d)
( /  =  1 , 2  , ■ ■ ■ , m ) ,

donde il teorem a:
IV. S u l  taglio Hl (l =  i , 2 , • • • , m) si ha la continuità dei vettori

u + (z) , u~ (z) ,

e V identità

u + (z) — (^) ,

se, per un particolare punto z l — x l -fi iy l — x t iyV \ comunque scelto su l 
taglio, risulta

u + (^ ) =  ( ^ ) .

D i m o s t r a z i o n  e . -  In  A' sussiste l ’iden tità  dujdz  +  au =  f , e 
quindi, in v irtù  di quanto  precede, sul taglio T ,  si ha:

f i  m+ (s) +  a (z) U+ (z) =  f ( z ) ,

3
-57 0 )  +  a, (z) u~  (z) =  f  (z) ,

e pertan to , la differenza v (x )  === u + (x  +  iy (/)) — (# +  vi verifica il
sistem a omogeneo di equazioni differenziali lineari ordinarie:

dv
- ^  +  a ( x .+  ty w ) v =  0

e la condizione:

V (x,) =  o ,

donde, come volevasi dim ostrare,

v (x) == u + (x  fi- iy (l)) —  u~ (x  -j- iy (l)) =  o , per V(/) <  x  <  x (/).

Ne segue, tenendo conto delle (3.5.), il teorem a (3):
V. Condizione necessaria e sufficiente affinchè la soluzione ti (fi) del s i­

stema (1), verificante, nel punto zQ d i A ', la condizione:

u  Ĉ o) ~  u > Ĉ o e ^  )

(3) Cfr. C. BlRlNDSLLl, Integrazione dei sistemi lineari ai differenziali totali illimita­
tamente integrabili, in due variabili indipendenti in un prescritto campo più volte connesso 
[questi «Rendiconti», voi. XIV della Serie V ili  (1953)].
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sia olomorfa in  A, è che, scelto a piacere, su l taglio (/ — 1 , 2 , • • - , m) un  
particolare punto z t =  x t -f- iy l — x L -f- iy ^ , i l  vettore ù, a p  componenti, 
verifichi i l  seguente sistema d i m p equazioni lineari algebriche:

(3 -6) [r+ (zl , z0) —  r~ (zt , zQ)] u

zi zi
+  ( n +) j ’r + (,; , Q / ( O d ? - ( n - )  j r - ( s e, 0 / ( 0  d<C =  o, ( / =  1, 2 ,

Secondo questo teorem a, dunque, l’esistenza o meno di una soluzione 
del sistem a (1), olom orfa nel campo A, dipende dalla com patib ilità  o meno 
del sistem a (3.6), di m p  equazioni lineari algebriche, nel vetto re incognito u  
a p  com ponenti, e la varie tà  lineare di quelle soluzioni ha la dim ensione di 
quella delle soluzioni del sistem a stesso. Essa è percorsa dalla funzione u (z), 
d a ta  dalla (3.3) nel m entre  che ù  percorre la varietà lineare delle soluzioni del 
sistem a (3.6).

Mi lim iterò ad enunciare i tre seguenti notevoli corollari del teorem a V.
V I. Se i l  numero m  delle lacune del campo A  è maggiore d i uno , i l  sistema (1) 

è, in  generale, privo d i soluzioni olomorfe in  A.
VII .  Se il  campo A presenta una sola lacuna , e i l  sistema omogeneo (1)0 

v i possiede lo zero come unica soluzione iv i olomorfa, i l  sistema  (1), comunque 
si assuma un tale vettore f  (z), ■ ha sempre una ed una sola soluzione olo­
morfa in  A.

Pertanto: se i l  continuo lim itato  C, contenuto in  A " , contiene tutte le lacune 
d i A e soltanto lo zero è soluzione del sistema, omogeneo (1)0 olomorfa nel campo 
intersezione d i A "  col complementare d i C, non può esistere p iù  d i una soluzione 
del problema considerato.

V i l i .  Se la matrice risolvente r  (z , £) del sistema (1) è funzione del punto  
(z , 9) olomorfa nel campo A x A ,  in particolare, se la matrice a (z) è olomorfa 
nel campo A ", condizione necessaria affinché i l  sistema (r) abbia soluzioni olo­
morfe in  A  è che, per ogni poligonale coordinata chiusa II, tracciata iu  A, 
si abbia:

(3-7). J r ( s , K ) / ( Q  d t  =  o.
II

Soddisfatta questa condizione, ogni soluzione del sistema (1) è olomorfa 
in  A, ed è data dalla  (3.3).

Questo teorem a è, d ’altronde, suscettibile della seguente dim ostrazione 
d ire tta . Supposta la m atrice risolvente r  (z olomorfa in A x A ,  se esiste 
una soluzione u (z) del sistem a (1), essa pure olomorfa su A, assunta, arb i­
trariam ente, una curva regolare chiusa E, traccia ta  in A, d a ll’id en tità

3“ ' / X ,



MAURO Picone, Sulla matrice risolvente di un sistema normale, ecc. 137

si trae

J r ( s , Q - | U S +  l r ( s ,Z )a(Qu(Qd i ;  =  J r ( s ,  K)/C0  d( ,
r  r  r

e, con u n ’integrazione per parti,

donde, per la (1.7),

(3-8) f r (*  ,()/(<;) d( =  o.
%/r

Se sussiste la (3.7), per ogni poligonale coordinata chiusa TI, traccia ta  
in A, l ’eguaglianza:

U (z) =  r  (z , 2o) à  +  (II) r  ( 2 , ( ) /  (() d ( ,

avendo, col simbolo
z0

(n) j  ( . . . )  de,
z0

designato un integrale effettuato  lungo una poligonale coordinata ti ,  traccia ta  
in A e term inata  in pun ti zo e z, definisce, come subito si vede, un vetto re 
olomorfo in A, soluzione del sistem a (1) che, nel punto  zo , coincide col vetto re 
m , arb itra riam en te  assegnato. Si ha dunque il teorema:

IX . Se i l  sistema (i ) è dotato d i matrice risolvente r  (z , Q, olomorfa in  A  X A, 
condizione necessaria affinché esso abbia soluzioni olomorfe in  A  è che, comunque 
vi si tracci una curva regolare chiusa T, sia verificata la (3.8). Condizione suffi­
ciente e che sia verificata la (3.7), per ogni poligonale coordinata chiusa II, trac­
ciata in  A, ed allora tutte le soluzioni del sistema sono olomorfe in  A  e sono date 
dalla (3.3), con ù vettore arbitrario ed i l  punto z0 comunque fissato in  A, Vinte­
grazione essendo effettuata lungo una curva regolare) in  particolare poligonale 
coordinata, tracciata in  A  e term inata a i p u n ti zq  e z.

O vviam ente, l’ipotesi del teorem a ora enunciato equivale a quella dell’olo- 
morfia, nel campo A, di ogni soluzione del sistem a omogeneo (1)0, dalla quale 
si deduce quella di ogni soluzione del sistem a aggiunto ( i ) J , la tesi del teo­
rem a II e il seguente.

X. Se i l  sistema omogeneo (1)0 ha tutte le sue soluzioni olomorfe nel campo 
A, ciò accade anche per i l  sistema omogeneo (i)q ad esso aggiunto e condizione 
necessaria affinchè i l  sistema (1) abbia soluzioni dello stesso tipo è che, comunque
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si tracci in  A, una curva regolare chiusa T, per ogni soluzione w  del sistema (i)q 
si abbia

(3-9) j(zv  , / )  dz =  o ,
f

avendo designata con (w  , / )  i l  prodotto scalare dei vettori w  e f .  Condizione 
sufficiente è che sussiste la (3.9) quando si assuma per V una qualsiasi poligo­
nale coordinata chiusa, ed allora tutte le soluzioni del sistema (1) sono olomorfe 
in  A e date dalla  (3.3).

D i m o s t r a z i o n e .  — A ssunto, ad arbitrio , un sistem a di vettori 
Vi (z) (i =  i , 2 , • • •, p), aventi le com ponenti Vn (z) , zU2 (z) , • • •, vip (z) olo­
m orfe in A, costituen ti un sistem a, fondam entale in A, di soluzioni del sistem a 
omogeneo ( i)0 , esiste uno ed un solo sistem a di vettori (z) (i =  1 , 2 , • • •, fi) 
aventi le com ponenti w u  (s) , w-n (z) , • • •, w pi (z), per le quali risu lta, in A,

P
X  wki (9  Vih =  (h , k =  1 , 2 , ■ • •, p ) .
i= 1

Le w ki (z) riescono funzioni di olomorfe in A, e, posto, per ogni punto  
( * , £ )  di A x A ,

p

rhk (z , 0  =  X  w ki (0  Vii (? ) , (h , k  =  1 , 2 , • • •, P), 
1

la m atrice r (z  , £) =  ((vhk (#,■£))) è la risolvente del sistem a (1). I vettori (z) 
costituiscono un sistem a, fondam entale in A, di soluzioni del sistem a (1)* 
e la com ponente hma del vettore

I r (s  > Qi.f (C) d^ 1
f

è d a ta  da

I X rhk (z  - 9  fk  00 dC =  X Vii 0 )  [ (w(i) , / )  d £ ,J k=l !=1 J
r  r

e pertan to , d a ta  l’indipendenza lineare dei vettori v{ (z), la (3.8) equivale alle

j  , / )  =  o (i =  i , 2 , ■ ■ ■ , p),
r

cioè alla (3.9) per qualsivoglia soluzione w  (z) del sistem a (i)q .

4. A ncora sui caso p a rtico la re  di una sola equazione differenziale d ’ordine 
a rb itra rio . -  Vale certo la pena di considerare -  infine, rap idam ente -  il 
caso particolare delbunica equazione differenziale (2.1), d ’ordine arb itrario  
p  +  1, avente ! coefficienti ak (z) e il term ine noto f  (z), funzioni della variabile
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complessa z ì olomorfe, nel campo più volte connesso A. Si può affermare quanto  
segue.

Se il num ero m  delle lacune di A  è m aggiore di uno, l’equazione è, in 
generale, priva di soluzipni olomorfe in A. Se il cam po A  presen ta una sola 
lacuna e l ’equazione omogenea (2.1)0 ha lo zero come unica soluzione olo­
m orfa in A, l ’equazione (2.1), com unque si assegni una tale funzione / ( # ) ,  
ha sem pre una ed una sola soluzione olomorfa in A.

Se l ’equazione (2.1) possiede una funzione risolvente p (z , £), funzione 
del punto  (#. ,£) olom orfa nel campo A x A ,  se cioè, l ’equazione omogenea 
(2.1) e quindi la sua aggiunta

O-Oo*

hanno tu tte  le loro soluzioni olomorfe in A, in particolare, se tu tti  i coeffi­
cienti ak (z) dell’equazione (2.1) sono funzioni di z, olomorfe nel campo A ", 
condizione necessaria affinché l ’equazione (2.1) abbia soluzioni olomorfe in A, 
è che, per ogni curva regolare chiusa T,  ivi tracciata, si abbia

(4 -0 p C ^ P / C O d C - o ,

condizione sufficiente è che ciò si verifichi quando la curva F è una poligonale 
coordinata Chiusa. S oddisfatta  questa condizione, tu tte  le soluzioni dell’equa­
zione (2.1) sono olomorfe in A  è vi sono date  dalla formola:

(4.2) « 0 )  =  2  uf2=0
{z — ztf-  

il

+  p (*>q / q:) d t ,

ove la uff  ( i — o i 1 , • • • , / )  sono costanti arbitrarie, zo è un punto  a rb itra ria ­
m ente fissato in A, le integrazioni essendo effettuate, lungo curve regolari, 
in particolare poligonali coordinate, tracciate  in A, term inate ai pun ti z 0 e z.

In fa tti, se, essendo p (z , Q funzione del punto  (z , £) olomorfa nel campo 
A XA, esiste una soluzione u (z) della (2.1) olomorfa in A, assunta, a rb itra ­
riam ente, una curva regolare chiusa V, traccia ta  in A, d a ll’iden tità

di&+1 u
+  ^Ètak (0k=i)

d k u
=  /© ■ ,

p O > 0
d^+1 u

+  j L  ak ( 0£=0
d^ u

, o / ( Q  di:,

si trae
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e quindi, con successive integrazioni per parti,

pC* , 9 / 0 0  dS =

( -  0 *+1/ j  - ~ r  P (* . 0 -  1  ( -  I) +̂1 - r  [at (Q , p 0 , 0 ] | « ( 9  dC =  o ,
r

in forza della (3.9) di (N), sc ritta  sostituendovi le variabili reali x  e £ con le 
complesse z  e

Se sussiste la (4.1), essendo V u n ’arb itra ria  poligonale coordinata chiusa 
di A, la funzione

z

* ( * ) = ( n ) J p ( * , 9 / ( 0  d t ,
*0

com unque si assum a la poligonale coordinata II, definisce, come subito si ve­
rifica, una funzione diz,  olom orfa in A, soluzione della (2.1), nulla nel pun to  z0 , 
con tu tte  le sue derivate  fino a quelle, incluse, d ’ordine p.  Si richieda una solu­
zione della (2.1), olom orfa in A, che nel punto  zo di A, assum a il valore 
e la sua deriva ta  i ma il valore ( i  =  1 , 2 , • • • , p).  Sia 9 (z) una fun­
zione, com unque, scelta, olomorfa in A, che, nel pun to  z0 , assum a il 
valore e la sua deriva ta  zma il valore , la funzione v (z) == u (z) —  9 (z) 
è nulla nel pun to  zo con le sue derivate fino a quella inclusa, d ’ordine p,  e 
deve essere soluzione olom órfa in A, dell’equazione

d^+1 v 
dxp+1 +  2  ak (z )k~o

dk v 
d zk = /( * )

/  dp+1 9 
\  dzp+l +  0 )k=0 dzk

M a per ogni curva regolare chiusa T di A, risulta:
/*

!  ? . 0 ^ ^ + è « * < X ) - ^ ) d i :  =  o ,
d ^ +1 ^  t Q * W  dZ* '

e si ha quindi, per quanto  precede, in v irtù  della (4.1),

Zo Zo

dp+1 9 ^  9
a ^ + x +  i § , ®  ) d!* ’

donde la (4.2), se si assume per 9 (z) un polinomio di grado p.
T enuto  conto, infine, del teorem a X di (N), nel quale le variabili reali x  e £ 

sono sostitu ite  con le complesse z  e possiamo afferm are quanto  segue.
Se l ’equazione omogenea (2 .r)0 ha tu tte  le sue soluzioni olomorfe nel 

campo più volte connesso A, ciò accade anche per l ’equazione omogenea (2.1)0 
ad essa aggiunta e condizione necessaria affinché l ’equazione (2.1) abbia solu-
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zioni dello stesso tipo, è che, com unque si tracci in A una curva regolare 
chiusa F, per ogni soluzione w  (z) dell’equazione (2.1)0 si abbia

(4.3) j w f à z  = 0  .
r

Condizione sufficiente è che la (4.3) si verifichi quando si assum a per P 
una qualsivoglia poligonale coordinata chiusa, ed allora, tu tte  le soluzioni della 
(2.1) sono olomorfe in A e sono date  dalla (4.2), con le 1 $  (i =  o , 1 , • • • ,p)  
costanti arb itra rie  e il pun to  zo com unque fissato in A,, le integrazioni essendo 
effettuate  lungo curve regolari di A, in particolare poligonali coordinate, te r­
m inate ai pun ti zo e z.


