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Meccanica. —- Le théorème de reciprocità dans Pelasticità asy- 
métrique (cas dynamiqué). Nota di N i c o l a e  S a n d r u , presentata 0  
dal Corrisp. D. G r a f f i .

Soit V  un corps élastique hom ogène 'et isotrope, du type de Cosserat, 
avec la frontière S. Soit encore F, -  les forces de volume, R, -  les forces super- 
ficielles, Q  -  les m om ents de volume, M z- -  les m om ents superfìcielles, u{ -  
les deplacem ents, €>z -  les ro tations (indépendentes de %), e t (piy -  les 
caractéristiques ciném atiques de la déform ation, -  les tensions, \x{j -  les 
couples de tension.

Les équations fondam entales du problèm e sont: 
les équations de m ouvem ent [2], [4]

(0  Gyi,j +  F* =  ,

( 2 ) V j i J  +  Giki Gkl  +  Q  =  ;

les équations ciném atiques

(3)

(4)

la loi constitu tive linéaire

(5) Oi/ =  §hh +  2 (ipfy +  2 0t(3£, ■

(6) V-ij =  P h j  9hh +  2 YTtf +  2

les conditions aux limites

(7) Gji »/ =  R,-,

(8) U-ji nj  =  M,-,

les conditions initiates

(9) «.(*>» 0) =  O , ili (*j  . o) =  o ,

( 10) ®i(?cj > o )  =  o , o) =  o ,

où les indices supérieurs S et A  désignent la partie  sym étrique respective- 
m ent antisym étrique du tenseur e t eikl est le tenseur to talem ent antisym é-
trique du troisième ordre.

ekji >

9ìj =  ®i, f ,

(*) Nella seduta del 9 gennaio 1965.
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Désignons par /  (J>) la transform ée de Laplace de la fonction /  (t), c’est- 
-à -d ire

o o

En app liquan t la transform ée de Laplace par rap p o rt au tem ps aux equa­
tions (i)  -  (io ) Fon ob tien t [5]:

0 ')

0 ')

(3')

(4 ')

(S')

(60

( / )

(8')

+  Fi =  PP* Ui,

P-ji.i +  °u  +  F-t =  >

?j ij Ui,j ^kji ’

9ij =  ®ì , j ,

S,-j =  XS,V $iA +  2 +  2 at(j£,

y-ij =  P §«y +  2 y $fy +  2 e d ) ,

_ -p
G ji n j  =  R,* >

Pv-V n j  =  M; •

En ce qui concerne le corps élastique, on considére deux cas de charge- 
m ent extérieure

(12) a(a)=  {Fìa), c (“\  (a = 1 , 2 ),

auxquels correspondent deux configurations élastiques

(13) <!>?>},

respectiyem ent

0 4 )

En p a rta tit de ■■■ le relation 

Or £(D 8(2) I ,1(D ,1(2) __ 1.(2) g(l) , ,1(2) Wl)fi 5y Gij Pji -7- [Lzy <pji Gij Pjì "T" [Lj O ji ,

q u ’on ob tien t de la m èm e m aniere que dans le cas statique [6 ], e t qui géné- 
ralise le théorèm e de réciprocité de B etti [1], on abou tit à

( .e ) I («g> &  +  &  $ '?) d v  -  / ( s f  g;> +  s<|> 0 )  4 V .

En u tilisan t les relations (1'), (2'), (3'), (4'), (7'), (8'), e t la formule 
de G auss-O strogradski, on transform e la première intégrale de la fagon
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suivante:

I (Sf | f  +  (%> § f )  dV = j i f  (&% — ekiy O f ) d V +  I p f  è f  dV  =
V V

=  / (* f uf).i dV -  f  &$,• u f  dV — ekiJ f  S f O f dV  +  / (jlf Of),,- d V -

— I f $ , y  d y  = J  ^  ni dS — J  (P /  d v  —
V S V

-  .*,[«? «? <rv + f t $ '  % rfs -  /W <f -  Ci“ -  «* *a>) «? d v .
V S V

En vertu  de (16), Ton peu t écrire

j  R f u f d S  +  j  ( F f —-ppì u f ) u f d Y + j M f é f d S  +  j  (Cf — 3/ o f )  Ofa?V =
S V S V

=  j  R ^ f u f d S  +  I (F f — pp2u f ) u f d V  +  j M f Ó f dS +  j  (Cf — 3p 2 O f) O f </V.
S V s  v

C ’est ainsi q u ’on ob tien t la relation de réciprocité su ivante en tre  les 
transform ées de Laplace (de m èm e que dans le cas statique)

(17) f  R f u f  dS +  f  F f  u f  d V +  f M f O f dS +  / C f 0 (2) d V =

= j R f fif  d S + j  F f  u f  dN +  J  M f O f dS +  J c f  O f dW.
S Y S V

E h revenan t à 1’espace des fonctions originelles e t en u tilisan t le théo- 
rème du p rodu it de convolution, on peu t écrire

(18) I d v  I F f  (Xj , t  — t) u f  (Xj , t) d r + l d S l  R f (*,. jt —  t) u f ( x j  , t) dx +„ (2)

V 0

„(2).

S 0

+  j d V  j  C f (xj , t  —  t )  O f (xj , t) dx +  j"d s j M f  (xy , t —  t) O f (xj , t )  dx — 
v  'o s' (J

t t

=  I d V  j Ff\(x j  , t  —  t )  (xj , t )  d'z +  / dSl  (xj , t —  t )  z4X) ( # y , t )  d^  +  

' v ' o  s o
t t

+   ̂ d V  j  c f } (xj  , t —  t )  (^y , t) d'i +  ^ d S  j M;2) (xj , t — t )  ( ^ - , t )  d r .

v 0 s 0



N ic o la e  Sandru, Le théorème de réciprocité dans Velasticità, ecc. 81

Ce résu lta t généralise dans l’élasticité asym étrique (cas dynam ique, ro ta ­
tions indépendentes, loi constitu tive linéaire) le théorèm e donné pour l’élasto- 
dynam ique classique p ar D. Graffi [3].
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