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Meceanica. — Le théoréme de réciprocité dans [élasticité asy-
métrique (cas dynamigue). Nota di NicoLAE SANDRU, presentata ©
dal Corrisp. D. GraFFI.

Soit V un corps élastique homogene et isotrope, du type de Cosserat,
avec la frontiére S. Soit encore F; — les forces de volume, R, — les forces super-

i
ficielles, C; — les moments de volume, M; — les moments superficielles, #; —
les deplacements, ®; - les rotations (indépendentes de z;), B;; et @;; — les
caractéristiques cinématiques de la déformation, o,; — les tensions, p;; — les
couples de tension.

Les équations fondamentales du probléme sont:

les équations de mouvement [2], [4]

<I) o;i,; + F; = et

(2) i € oy + Co = 30,
les équations cinématiques

(3) Bij = ti,; — € Dy,

) ¢ = D,

la loi constitutive linéaire

) 0ij = N8y, By + 2 wBl + 2 B,
©) tis = B3 0 + 2 195 + 2 <0,

les conditions aux limites

@) o ;= R;,

(3) Wi 7y = M,

les conditions initiales

(9) u; (x;,0) =0 , % x;,0)=o0,

(10) @, (x;,,0)=0 , &, (x;,,0)=0,

ot les indices supérieurs S et A désignent la partie symétrique respective-
ment antisymétrique du tenseur et €;, est le tenseur totalement antisymé-
trique du troisiéme ordre.

(*) Nella seduta del 9 gennaio 1965,
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Désignons par fs(p) la transformée de Laplace de la fonction f (¢), c’est—
—a—dire

[ 9)

~

(11) o) = | F@tye#ar.

0

En appliquant la transformée de Laplace par rapport au temps aux equa-
tions (1) — (10) I'on obtient [5]:

(1) S-jz',j—l'Fi: ep% it

@) Bjii + €4 8y + C; = 32 D,
(3" Bi, = ity ;— €, @,

) 8, = @,

(s) Gij =3y 61;1; + 2 uBy+ 2 “Eg,
©) iy = B3 Gu + 2785 + 2263,
7" Gy m; = ﬁi,

(&) bjin, = Mr

En ce qui concerne le corps élastique, on considére deux cas de charge-
ment extérieure

(12) 39— (F®, P, R®, M} (=1, 2),

auxquels correspondent deux configurations élastiques

(13) 9= {4, 0},
respectivement
(19) {85, 08, o, uf'}.

En partant de le relation
=(1) (2) sl) =(2) _ =(2) (1) =) =(1)
(15) oy B¢ + b i = 0y B’ + by @5

qu’on obtient de la méme maniere que dans le cas statique [6], et qui géné-
ralise le théoréme de réciprocité de Betti [1], on aboutit &

I~ < I =(2, 1 =(2) =1
6 [@Pap + a9 o av = [ 6P B + 59 &) av.
Wi v

En utilisant les relations (1'), (2'), (3"), (4, (7), (8), et la formule
de Gauss—Ostrogradski, on transforme la premiére intégrale de la fagon
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suivante:

/<as:> D+ 5 6Py av — / B (02— €y BF) 4V / D &2 v
—/ @5 47, dV — /@»5]1)1 W dV — € [85'11') &P av +/ @F O dV —
v

/ i 6P v ] &0 5O n, dS j (op® iV — T 5P v —
v
— €5 / 59 P dV + / 6 &P u, dS — / @p° &P —CP — ¢, 80) &P 2V,
v A

En vertu de (16), I'on peut écrire

/,-ﬁg) 5"5.2) S _I_ /1(f;$.1)__pp2 &El)) &52) aV +fm51) (f)?) S + /a(égl)_gPZ (I);('l)) 5&2) IV =

§ v § v

= ] RO 2P dS + / FP —op* a™a v +- [ MP &P 7S + /V'((“:?)— 3p° B O 2V,
§ v S v

C’est ainsi qu’on obtient la relation de réciprocité suivante entre les
transformées de Laplace (de méme que dans le cas statique)

W) =) (1) =) () §@ n"(,l) 2@ _
(17) R w7 dS + | ;" &7 dV + | M;’ @77 dS 4 | G O JV =
Vv S M

S

=f RP &P ds + f FOa av + /1\“’45-” P dS + féﬁ?’ P av.
S \4 S v

En revenant a l'espace des fonctions originelles et en utilisant le théo-
reme du produit de convolution, on peut écrire

' t z
(18) [dV[F?)(xj, — ) (%, T)dr—l—/deRSl)(xj,z‘ 7 u? (x;, %) dv +
v $

0
¢

-[—/dV c‘“( ,t—1) P (x; ,T)dr+/dS/M(l)( — 1) 0P (x;,7) dv =
_‘—_/dV /'FS?’( G t—T) P (x;, 1) dr +fdsz<2’<x,, — ) U (x;, T)dr +
v 0

+/dV/ C?(x;,t—n) P (x;,7) dr +[ds/M§?> (;,t—7) OP (x;,7) dr.
§ 0 .

v 0
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Ce résultat généralise dans I’élasticité asymétrique (cas dynamique, rota-
tions indépendentes, loi constitutive linéaire) le théoréme donné pour I’élasto-
dynamique classique par D. Graffi [3].
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