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M eccanica. —  Influenza del peso nel « distacco » d i correnti idro- 
magnetiche piane con scia d i Helmholtz(#). Nota di E lisa G randori 
G uagenti, presentata (* (**)#) dal Socio B. F inzi.

1. In  una  N o ta  di recente pubblicazione (1) m i sono occupata, so tto  alcune 
ipotesi sem plificative, del fenomeno del « distacco » m agnetico, nel caso in 
cui il fluido, in m oto piano, abbia conducibilità e le ttrica  g rande m a non tale 
da potersi considerare infinita. In tale N ota  ho trascu rato  l’influenza del 
peso. M i propongo ora di tenerne conto, come è essenziale nel caso di un 
liquido quando il p iano d ire tto re  non è orizzontale.

M i perm etto  di richiam are brevem ente quelle considerazioni della p re
cedente N ota, che sono necessarie alla presente.

U n  corpo sia im merso in un  fluido condu tto re  e venga investito  dalla 
corrente fluida. Se il corpo è percorso da correnti elettriche si genera un 
canapo m agnetico che ten ta  di propagarsi nel fluido, m a ne è ostacolato dal 
fenomeno del « congelam ento ». In  effetti, avendo supposto il num ero di 
Reynolds m agnetico m olto grande, m a non tale da potersi considerare infi
n ito , la propagazione del campo m agnetico in senso trasverso al m oto non è 
del tu tto  im pedita , m a solo ostaco la ta  grandem ente. Il campo si propaga 
pressoché ind istu rba to  lungo le linee di flusso, m a decade in breve spazio 
nelle a ltre  direzioni.

N ella zona in cui è sensibile l’ influenza del campo m agnetico il fluido 
obbedisce alle equazioni della m .f.d. (m agnetofluidodinam ica). So tto  oppor
tune ipotesi e a regim e raggiunto , da queste scende il teorem a di Bernoulli, 
pu r di sostitu ire  alla pressione m eccanica p  la pressione to tale  7 )* = /
(somma della pressione m eccanica con quella m agnetica p,H2/2, generata  da 
un campo m agnetico H in un fluido di perm eabilità  m agnetica p.). Precisa- 
n iente se il fluido è incom prim ibile e se il peso è trascurabile, dove il m oto 
è regolare (2), è
/ \ P* I 4-(1) —— h —  — cost.v '  P 2

L a (1) può com portare che, laddove H è troppo grande (non potendo 
né p  né v d ivenire negativi), si formi una regione vuo ta  (3). Perciò, a regime 
raggiunto, la situazione può presen tarsi come segue.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca matematici del C.N.R.
(**) Nella seduta del 12 dicembre 1964.
(1) E. GRANDORI G u ag en ti, Sul «distacco» nelle correnti fluìdomagnetiche piane con 

scia di Ételmholtz, « Ren. 1st. Lomb. Sc. e Lett. », in corso di stampa.
(2) * Infatti si verifica facilmente che, essendo H trasverso al moto e costante nella sua 

direzione, valgono i teoremi di Thomson e di Lagrange sui vortici.
(3) Il fatto che valga il teorema di Bernoulli non è ipotesi essenziale al formarsi della 

regione vuota; Zhigulev ed altri fanno analoghe considerazioni deducendole dallo studio
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A tto rn o  al corpo c’è una regione vuota, che diremo C, in cui il campo 
m agnetico esiste e valgono le equazioni di M axwell (nel vuoto, in condizioni 
stazionarie):

div H =  o , ro t H =  o .

Esse com portano che, essendo H in direzione costante, sia H — costante.
Al di là della regione vuo ta  si estende il fluido, nel quale il cam po H non 

penetra  se non in una fascia circostante il vuoto, in una zona form ata da 
due regioni nastriform i (che dalla fascia si dipartono) che si estendono verso 
Tinfìnito a valle, e nella scia B, com presa fra le due regioni nastriform i (in 
B per le ipotesi fatte il fluido è in quiete, m a solo m ediam ente, e il campo 
m agnetico ha avuto m odo di propagarsi).

E sternam ente al corpo, alla regione vuota C, alla regione m .f.d., alla 
scia B, vi è la zona di fluido in cui valgono le ordinarie equazioni della 
dinam ica dei fluidi.

2 . In flu en za  DEL PESO. -  N ella presente N ota  si abbandoni l’ipotesi 
che il peso sia trascurabile; si t r a t t i  cioè di un liquido, ed esso sia in m oto 
piano non orizzontale. Sia x  , y  il piano del m oto; l’asse y  è la verticale ascen
dente, se il piano del m oto è verticale, oppure è la stessa, ru o ta ta  di oc, se il 
piano di m oto è inclinato di oc sulla verticale (o <  oc <  7U/2),

R ichiam o per esteso le ipotesi che si introducono:
il corpo sia cilindrico indefinito e sia x  , y  il piano di una sua sezione 

norm ale, il cui contorno sia una linea chiusa;
il corpo sia percorso da correnti tali da generare un campo m agnetico H 

trasverso al m oto e costan te nella sua direzione;
il num ero di Reynolds sia dell’ordine di io6, cosicché renda trascu ra 

bile la viscosità e com porti il form arsi di una scia di Helm holtz;
il num ero m agnetico di Reynolds sia m olto m aggiore di 1, m a non 

tale da potersi considerare infinito, cosicché ogni propagazione trasversa del 
campo m agnetico nel fluido è m olto (ma non com pletam ente) sm orzata; e 
ciò significa che il campo m agnetico decade in una regione circostante il 
corpo, in tu tte  le direzioni eccetto  che lungo le linee di flusso lungo le quali 
il campo m agnetico può propagarsi ind istu rbato .

P rim a di accingerci a ricercare la form a della linea S, che separa la 
regione vuota C, dalla regione occupata dal fluido, facciamo le seguenti 
considerazioni.

Il teorenàa di Bernoulli, e cioè la (1), diviene nelle a ttu a li ipotesi, se ind i
chiam o con g  il modulo dell’acceleràzione di g rav ità  m oltiplicato per cos oc,

/ \ . 2/2 ,
(2) —  +  —  +  gy =  cost.

dello strato limite (ved. ad esempio V. N. Z higu lev , On the Phenomenon of Magnetic «De
tachment» of the Flow of a Conducting Medium, «Soviet Phys. Doklady », 4, (1959), p. 514.
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M a per le considerazioni già fa tte  al paragrafo  precedente a proposito 
del campo H in C, e che rim angono tu tto ra  valide, in C è p * =  H 2/2 ; perciò 
su S è
/ \ Z/2 ,
(3) —  =  cost.

Se, come nella N o ta  precedente, si suppone che il punto  di prora O sia punto  
di m om entaneo arresto , ed ivi si assum e l ’origine degli assi, la -(3) diviene

(4) V 2  +  2  g y  =  o  ,

da cui discende che deve essere sul pelo libero S

v < 0

(uguale a zero per la eventuale presenza di pun ti in cui la velocità si annulla). 
Ciò significa che, nei liquidi « ideali » con campo m agnetico trasverso e in 
cui occorra tener conto della gravitazione, il distacco m agnetico può avvenire 
solo nella regione inferiore al pun to  di prora.

Che il fa tto  sia possibile è del tu tto  conforme all’intuizione. Si pensi 
che inizialm ente il cam po m agnetico si è propagato  nel fluido suscitando delle 
forze ponderom otrici; lungo il profilo del corpo queste forze sono d ire tte  
verso l’alto  nella regione sov rastan te  alla prora, verso il basso nella regione 
so tto stan te  (eccetto che in eventuali zone in cui il profilo presenti delle rien 
tranze o delle sporgenze accentuate). Esse perciò si som m ano alla forza peso 
nella regione inferiore, vi si oppongono nella zona superiore. Q uesto fa tto  
può a iu tare  a rendersi conto del perché la cavitazione possa form arsi solo 
nella regione so tto stan te  alla p ro ra (4).

Le considerazioni sinora fa tte  inducono a pensare che nel m oto non 
orizzontale si realizzi u n a  regione vuota atto rno  al corpo, nella regione so tto 
s tan te  alla prora, regione che, verso valle confina con la scia B lungo un p ro 
z io  libero, che diciam o SB. In  effetti neppure tale situazione è possibile. 
In fa tti su SB non potrebbe esserci raccordo di pressioni. Invero nella scia B è

P* =  k —  ?gy >

m entre in C e p* =  cost. Le pressioni si possono raccordare a ttraverso  ad SB , 
solo se SB si riduce ad un pun to  (il caso in cui SB sia un tra tto  orizzontale 
non mi sem bra sia realizzabile).

Si osservi che la q uo ta  di P2 è determ inata . In fa tti, in quan to  P2 ap p a r
tiene ad S, in P2 vale la (4); e, in quan to  P2 appartiene a X2, il m odulo della

(4) Qualora il campo magnetico non sia trasverso al moto, ma sia ad esso complanare, 
non si ha più la condizione che il distacco avvenga solo inferiormente (lo si verifica facilmente) 
e ciò è ancora conforme all’intuizione, perché in questo caso le forze ponderomotrici sono 
trasverse al moto e pertanto non possono influire sulla cavitazione, né favorendone né ostaco
landone il formarsi.
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velocità in P2 è c> se c è il valore asin totico  di v . P ertan to  la (4) fornisce la 
quo ta  di P2 ; essa è

(5) > *  =  - - £ ■ ■

Si può concludere che, nel caso in cui il profilo presenti un punto  la cui quota 
sia d a ta  dalla (5), si può avere il d istacco m agnetico nella zona inferiore alla 
prora, ed esso è illu stra to  dalla fig. 1. Il filone che arriva ad O segue da

una p a rte  il tra tto  di p arete  co e poi il pelo libero Xi, dall’a ltra  p a rte  segue 
un tra tto  di parete, poi il pelo libero S, lam bisce la parete  nel sol punto  P2 e 
prosegue lungo il pelo libero X2 .

3 . Impostazione a n a lit ic a . -  Nella regione occupata dal fluido è 
presente, sia p u r in una zona r is tre tta , il campo m agnetico. T u ttav ia  l’incom- 
prim ib ilità  del fluido e la rego larità  del suo m oto (che come si è d e tto  nella 
no ta  (2) in c^lce com porta T irro taz io n alità ) esigono che nel fluido sia

div v — o , ro t v =  0 .

Q uindi per la determ inazione degli elem enti geom etrici e m eccanici del moto, 
in partico lare per la determ inazione del profilo S, è lecito valersi, come al 
solito, deH’ausilio delle funzioni di variabile complessa.

Si in troduca p ertan to  la funzione di variabile complessa t  =  Q +  zìi, 
funzione della variabile com plessa z =  x  iy, definita dalla seguente re la
zione

u =  e~x ,

essendo u la velocità com plessa adim ensionale d a ta  dal rapporto  fra la 
velocità complessa w  =  vx —  ivy e il suo valore asintotico cy reale positivo 
perché si suppone che la velocità asin to tica  sia d ire tta  e volta come l’asse ;tr.

L a p arte  reale della funzione, è uguale al In c/v, e il coefficiente del
l’im m aginario, &, è uguale all’angolo che la velocità form a con l ’asse x.
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Vediam o ora quali siano le condizioni al contorno per la funzione t .  Sui 
peli liberi Ai e X2 è costan te  il modulo della velocità, come si vede scrivendo 
la (2) da una p arte  e d a ll’a ltra  di essi e so ttraendo. Poiché inoltre Ai e A2 
passano per il pun to  all’infinito, su di essi è v ~  c. Ciò im plica che ivi sia Q = ò .

Sul pelo libero S invece è costante la pressione totale; questo implica, 
per la (2), che ivi sia gy  +  v2\2 == cost; ed essendo v == ce~Q, su S si ha

(6) f2 =  — In ,k —  2 gy

dove k è una costante.
Il problem a analitico si p resen ta per quanto  detto  in questi term ini: 

i peli liberi sono ca ra tte rizza ti da condizioni per la funzione Q, parte  
reale della funzione t di variabile complessa: essa deve essere nulla su Ai e A2, 
m entre  deve soddisfare la  (6) su S;

il tra tto  di parete  m è invece ca ratterizzato  dalla conoscenza su di 
esso, dell’angolo &, e quindi del coefficiente deH’im m aginario della funzione t .

Le suddette  condizioni sono del tipo sem plicem ente m isto.
Risolviam o il problem a secondo il m etodo generale; esso consiste nel 

m u tare  il contorno in due re tte  che contornano una striscia infinita, di un piano 
ausiliario \  -j~ zyj, in m odo che i profili liberi vadano su una delle due re tte  
e il tra tto  di parete  vada sull’a ltra  re tta . È noto che in tale piano £ si d e te r
m ina la funzione t ,  essendo noti i valori che la p arte  reale e il coefficiente 
dell’im m aginario assum ono rispettivam en te  sulle due re tte  che delim itano 
la striscia infinita.

Si ricordi che il teorem a di Schwarz—Christoffel fornisce la trasform azione 
di un contorno sem plicem ente connesso di un piano £ nell’asse reale di un 
piano g — [x +  fv ; precisam ente è

(7) ~-- =  A ex p j  ~ ~  j  In (a — y . )  d &  ( y . )  j ,
— OO

dove & ((a) ha il solito significato di inclinazione sull’asse reale (nel piano di 
partenza; nel nostro caso sull’asse £). ■

Sia al solito / =  9 -j- ^  il potenziale complesso, essendo <p il potenziale 
cinetico e ^ la funzione.di corrente; inoltre si supponga che nel punto  di prora 
il potenziale cinetico sia uguale a zero, il che si può sem pre fare senza ledere 
la generalità.

Per eseguire la trasform azione desiderata si pensi che il contorno Ai co S A2 
corrisponde nel piano del potenziale complesso /  al semiasse reale positivo 
contato  due volte, come rappresen ta to  in fig. 2. Per trasform are il doppio 
bordo reale nei due la ti della striscia desiderata, si ricorra ad una doppia 
applicazione del teorem a di Schwarz-Christoffel.

D apprim a si m u ti il piano del potenziale complesso nel piano ausiliario 
g =  (a +  zv m edian te la trasform azione /  =  g2, con ciò il doppio bordo viene 
m u ta to  nell’asse reale |l; e poi il contorno della striscia desiderata (fig. 2)
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nell’asse reale p.. Per questa  seconda trasform azione si applichi la (7), te 
nendo presente che lungo il contorno della striscia & è costante salvo le 
due d iscontinu ità di n nel pun to  Ploo ed Q*,, che corrispondono ai pun ti 
P =  Pi e p =  pQ. Per questo l ’in tegrale della (7) si riduce alla somma di 
due term ini e la (7) diviene

(S) =  A (c  —  —  p q )-i.

In tegrando  la (8), ed usufruendo delle due costanti per im porre la condizione 
che in P i la p a rte  im m aginaria di £ abbia una discontinu ità  di 71/2, e la

à t

cp f?, A Bc

"0 S Pi

Bro Pi Q 
*8 S

CJ R B«

condizione (solo sem plificatrice questa) che il punto  Boo vada nel punto  
K =  i (”  '2), si ha

(9) - I n : Iq
(X I -

E lim inando a tra  la (9) e la relazione / =  <j2, si ha la trasform azione dal 
piano /  al piano C Infine sul piano % la risoluzione del problem a semplice- 
m ente m isto è (5)

00

(io ) t  ( 0  =  — J {  &o (5) cosech ( ' C* -  iìh (Q sech ( ' — Kj} db,,
— OO

dove gli in d ia lo  ed h indicano i valori assunti dalle funzioni sulle due rette.

(5) Vedi ad esempio L. C. WOODS, The Theory of Subsonic Plane Flow, Cambridge 
1961, p. 113.
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È da no tare  che com paiono le funzioni &0 (£) e Q.h (£), m entre  per ora noi 
conosciamo le funzioni & e fi sui t ra t t i  del piano z  corrispondenti alle due re tte .

Per giungere alla conoscenza di &0(£) (ammesso che la parete  non sia 
re ttilinea  nel qual caso &0 è costante), bisogna operare come segue. L a form ula 
di Schwarz-ChristofTel che fornisce il passaggio dal piano z al piano <7 è (valu
tando il In della (7))

00

( n )  ln =  In A )  In (cj (x)
— OO

m a sul contorno Xi cn S X2, che è linea di flusso dove è v =  o, è anche

/  \  dz  |   ds d&
 ̂ da  ! d& d\x ’

quindi la p a rte  reale della (11), per v =  o, in un pun to  (j* dà
OO

(13) In y.((i*) =  In I A I — In R («■ (p*)) — -  j  ln | ji* — jjl | d» (p) ,
— OO

dove R è il raggio di cu rv a tu ra  e & è l’inclinazione sull’asse reale di partenza, 
e cioè sull’asse x. E questa  u n ’equazione in tegro-differenziale che perm ette  
di determ inare &(p) (in generale con m etodi num eric i(6)), sul tra tto  Q P i corri
spondente alla p arete  cù dove è noto il raggio di cu rv a tu ra  R (&). L a (9) poi 
fornisce, sullo stesso tra tto , £([/.): in fa tti dove è v =  o, con p.Q <  p, <! è 
anche 73 =  o, e la (9) diviene

( H ) 5 =  - l n ^
Pi — ^

Per quan to  riguarda la determ inazione della funzione fi (£) sulla re tta  
7) ==tz12, si tenga presente che essa deve essere nulla sul tra tto  P2 Pioo > m entre 
deve, essere una funzione nota, m a della variabile y , sul tra tto  Qoo P2 , per la 
(6). Per giungere alla determ inazione di £1 (£) si osservi che la (io), in tegrata  
per p arti, si può anche scrivere (7) 8

OO

( 15) T(C) =  ^  j ’[ t a n h - i { e x p ( 5 - 9 } ^ o ( 5 ) - t a n - i { e x p ( 5  —
— OO

Su 7} == Tc/2, dove £ =  £ +  2(71/2), ìa p arte  reale della (15) fornisce f ìh in 
funzione di ?;(S). Per im porre alla funzione £lh di soddisfare la (6), si osservi 
che è

(16) dCljt _ d0.h dy
~dl ~~ ~~dyT ~d% ’

(6) Vedi ad esempio L. C. WOODS, loco citato, p. 168.
(7) Vedi L. C. WOODS, loco citato, p. 249 l’esponente — 1 indica la funzione inversa.
(8) Data la complessità di questi passaggi, non scrivo per esteso tutte le funzioni otte

nute per non appesantire troppo il testo. L’indice h sta ad indicare i valori che la funzione 
assume sulla retta 7) =  tc/2.
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O ra il prim o m em bro si calcola derivando la funzione tro v a ta  (form alm ente) 
(5); dÙ Jdy  si calcola dalla (6) e si esprim e in funzione di O, che a sua volta 

è la nostra  funzione incognita di e infine per ricavare dyjd% si procede 
come segue: il teorem a di Schw rz-Christoffel, e cioè la ( n ) ,  fornisce (form al
m ente) la trasform azione del piano z nel piano a; precisam ente è, se zQ e cr0 
sono due p u n ti corrispondenti

siderandone la p a rte  im m aginaria si ha y  in funzione di £, la cui deriva ta  
è appun to  il term ine dy/dt, che si voleva determ inare. Si sostituiscano ora 
questi tre valori cosi determ inati per d t l jd t , , d d jd y  , dy\d \ nella (ió), e si 
o ttiene u n ’equazione che consente di determ inare £lh (£) (sempre con m e
todi num erici).

L a conoscenza della funzione t perm ette , come è noto, di calcolare tu tti  
gli elem enti geom etrici e m eccanici.

In  partico lare per quan to  riguarda la determ inazione dei peli liberi e la 
d istribuzione della velocità sulla parete, si osservi che, valu tando  la (15) 
sulla re tta  di contorno 73 =  o e valu tandone la p a rte  reale, si o ttiene Q 0 (£) 
m entre valu tando  la (15) sull’a ltra  re tta  d i'con to rno  v) =  71/2, e consideran
done la p a rte  im m aginaria si o ttiene &h(£). L a funzione £V (5), per la sua 
stessa definizione, consente di determ inare la distribuzione di velocità sul 
tra tto  corrispondente alla parete. L a funzione per la definizione stessa
di consente di determ inare l ’equazione in trinseca dei peli liberi; precisa- 
m ente, per trovare 3* (s), occorre tener presente che s è funzione di £, secondo 
la relazione

a 00

e, per la (9), sulla retta £ =  5 -f- i (71/2), la (17) fornisce ^in funzione di con-

(per la definizione stessa di potenziale cinetico).


