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Analisi matematica. — Sulle tracce di un certo spazio funzionale. 
N ota II di B runo  P in i p re sen ta ta0  dal Socio G. S a n so n e .

L a presente N o ta  costituisce un seguito di una m ia precedente dallo stesso 
titolo (in questi « R endiconti », S. V i l i ,  voi. X X X V II).

3. T racce di H p su r e t t e  non c a r a tte r is t ic h e  (Seguito). -  Posto 

P (iDx , iDy) =  D l m D |"  +  (—  i)n D p  +  (—  0 * D2/  

e d e tta  Hp (R2) la classe delle funzioni u (x , y)  per cui

jj u  ||P —  ̂ ^[ l  P-C? , d ) ] \ u  |2 ds daj  <  +  °o ,
R 2

nel n. 2 abbiam o eseguito il cam biam ento di variabili £ — ocx f - f i y  , 7] =  yx-\- Srj 
(ocS —  Py =  1), nell’ipotesi che oc , (3 , y , § siano costanti (reali) non nulle, e 
abbiam o determ inato  la classe H ' cui appartiene F (E, , o) se F c H P . 
A ttua lm en te  com pletiam o tale studio.

Poniam o 5 =  ^,Y] =  Y ^ + jy ,y = |= o  (il caso E, =  x  -f~ (3y , V) =  y  , (3 =j= o , 
è simmetrico).

Sia F  (5 » 7]) — ^  (x  , posto s -T ycr =  s', cr — a , si ha

F  (s ,  a) =  0> ( / ,  a') , DÌ  D f 0  =  (—  *)*+* (s +  yo f  ak F  (s , a) .

Indichiam o ora con co un num ero positivo da precisare nel seguito.
Si ha

(1 +  P  P‘
2 co eis% DÌ DÌ <P

R1
T] =  0

d i
4 7T‘1 (I + M)2ra e'*'ar> DÌ DÌ <S>do

R1

2

T]==0

“  +  P I ) '
2 co

/ ( — 0*+*(* +  y a f  a f  da <

R1

I +  P (.$• +  yci , a)] | F  |2 da ■ M
J | )2 “ (j +  ycr)2 h a2 k 

+  ? (s +  Y® , <*)
cfcr.

R1

Vogliamo determ inare co in modo che l’ultim o integrale sia lim itato  al 
variare di s. Non è restrittivo  supporre y =  —  1 e supporre s >  1.

(*) Nella seduta del 9 gennaio 1965.
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Supponendo separatam ente <y >  o e cr <  o, si debbono stud iare i seguenti
integrali

4- 00 r
(7)

J0
4- 00

(8) V

s2 co (s -j- <j)2 h (j2 k
I + (s -f cr)2w ( j 2m _|_ _j_ <j)2n a 2n

?2 co (s  —  or) 2 h <j2 k 
I -f (j- —■ cr)2m cj2w _|_ (j- — cr)2w a 2V

da ,

c/a .

Supponiam o h -f- k  <; 2 m  —  1 e ricordiam o che m  <  n <  2 ^  .
Per valutare (7) poniam o a =  — 00  <  X <  +  0 0 ; si ha P (s +  j-\ s) =

=  O (j2w + 2mX)  per 1 >  A>  (n — m)jm , =  O (j2") per =  O
se A >  1. Si è così condotti a valu tare gli integrali

1
/  j-2 co -f- 2 h 4- 2 -f- A,

(« — m)jm
i ^200 +  2h + 2kX 4- X

lg sdX  , $2 m +  2mX - lg sdX ,
— m)jm

4~ 00
I j-2 co -f- 2hX 4- 2kX 4- A,

j-4 mX lg sdX .

Volendo che questi integrali si m antengano lim ita ti per s >  i , deve essere 
cù<Z n — h —  (2 k  +  1) (n -— ni)\2m  per k  <  m —  i , co <  2 m  —-h —  k  —  1/2 
per k  >  m.

Per valu tare (8) osserviamo dapprim a che esistono due costan ti positive 
Ci e C2 tali che, qualunque siano s e  or, riesce

C i  ( i  +  S2m CJ2m +  S2n +  G2 n )  <  (1 +  S2m - f a 2 ( * - * ) )  (1 -f -  s 2(n-m )  _j_ ff2 « )  <

<  C2 (1 +  +  s2n +  a2») ;

per ebempio si può assum ere Ci — 1 , C2 =  20. Ciò assicura che la norm a 
|F | |P è equivalente alla norm a

(.A
R2

! +  V -  +  ff2 («-«)) (j +  s2(n~m) +  a2W) | F  |2 ds da
1/2

Allora, in lpogo di (8), consideriamo l’integrale

ò

o anche, posto a =  st ,

4-  00
-f2 ai + 2 h + 2̂ 4-1 /

/ od. C M - Ykì\ J

4-  00

f ________________________________
( ((j  —  or)2 (n — m) _j_ (j2 02) ((,5- —  <j)2 w _L (j2 (» — m)) *

^2 co (j  —  <j)2 h (j2 k

(I —■t)2ht2 kdt
s { (n -  m) I  (s 2 ( 2 m - n ) ~ ( i  — /)2« ((j -/)2(»-«) i.  j2(2«-#)/2»

0
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Fissato un e tale che o <  s <  1/2, spezziamo l’intervallo (o , +  00) negli 
intervalli (o , s) , (s , 1 —  e) , (1 —  s , 1 +  e) , (1 +  s , +  00).

La funzione in tegranda si può sostituire con jn ? l —  s).
con in (i + £ , - ) -  00); con t2k ls2 2̂m~ n) (1 -f- s 2 (2 m ~ n) £1 ge
k < d m  e con 1 ( 2  « -  «) se k  >  m  in (o , e); con (1 — £)2A/^2(2w-*) (j2 (2 *»-»).
• (1 — /)2w + 1 )  se h < fm  e con r /A (2 w “ *) se k  ~> m  in (1 —  e , 1 -j- e).

Volendo allora che (9) sia lim itato  per s >  1 occorre che sia

<  2 m  —  h —  k — 1/2 , ìù <  n —  h —  (2 k  1) (n —  m )j 2 m  ,
co V  n — k  —  (2 h +  1 ) (n — n i)\2  m .

Concludendo:
Se F  € S , se h < n  — 1 , k  < n  — 1 , h - f  k  <  2 m  —■ 1 , allora

I D* F (£  , o) Ih05 (r 1) <  cost, jj F ||P con co —  m in ( 2  m  —  h —  k  —  1/2 ,
n — h — (2 k  +  1) (n — m)/2 m  , n —  k  — (2 h -j- 1) (n —  ni)/2 ni).

Osserviam o che, assum endo h =  o , e quindi k < n  — 1 (oppure k  =  o , 
e quindi h < n — 1), riesce cù = n  —  k  — (n — m)/2 m((ù =  n — h — (n — 
ciò com pleta il risu lta to  del n. 2.

P ertan to  se F e H P (R ^ w) , R ^" =  {(E, , r\) ; t) >  0} , hanno traccia su 
y] =  o solo le derivate pure d ’ordine < n — 1 ; hanno invece traccia anche 
derivate d ’ordine maggiore purché miste. T ra tu tte  le derivate D* D ky F  con 
h - k  — 2 p  < 2  m  —  2, quella che ha traccia massim a è D* ~Dpy F riuscendo 
D* Dy F  , o) 6 + ; tra  tu tte  le derivate D *D ^F con
h +  k  =  2 p  +  1 <  '2 m  —  1 , quelle che hanno traccia m assim a sono 
B ì +1 D* F  e D tD ^ +1 F  riuscendo B px +1 F (E, , o) , D* D^+1 F  (E , o) e
E Un -  p - 1 - ( 2  p + l)(„- m)/2 m) #

4. Costruzione di una funzione di HP (R+2) con assegnate tracce 
SU y) =  o. L ’equazione

(io) (—  is +  yX)2w \ 2m +  (—- i)n (— is +  yX)2w +  (— i)n \ 2n =  o

ha 2 m  radici del tipo Xy =  ay | .i* |(»-«)/« _p 0 (| s |(»-«)/»*) per | | +  00,
delle quali con cRe ocy <C o ed w  con cRe ay >  o , e 2 m  radici del tipo
Xy — isjy +  Py | |(«-»*)/»* -F o (| ^ |(»-«*)/») per | j  | _> 00 , delle quali ^  con
oHe [3y <  o ed w  con ofL py >  o. Indichiam o con Xi , • • - , \ m le radici X' con 
cRe oty <  o e con Xw+i , • • •, X2»* le radici X" con eRe(3y < o .

Consideriamo il caso che sia m — n — 2 (il caso di ^  ^ —  1 si t ra t ta
allo stesso modo).

Si può disporre delle 2 m  radici in modo da determ inare una soluzione 
in 7] y> o di P (i D r , i D^) u =  o soddisfacente 2 m  assegnate condizioni 
per y] = '0 .

Ad esempio assegnamo 9y (5) =  D( u |.t|!=o, o < j  <  2 m  — 1. Si ha

+ 00

2« —1 /‘ 2w- l
u ( x , y ) =  2  P - \ e - i* $ j ( s ) V j ( s , r ì) I V ( s ) à s =  2  

j= o y=o
( i l )
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ove V  (V) è  il determ inan te di V anderm onde di Xi , • • •, X2^ (che ha 
(Xi , • • •, X2 rn) come riga di posto j  +  1 , j  — o , 1 , • • •, 2 m  —  1) e V y  (s , 4) 
è  il determ inante che si o ttiene da V  (s) sostituendo la riga di posto j  con 
(exp(X , 7]) , • • •, exp (k2m */]). Si ha

R1
Dhx D ky u / f  d a = 2 Tz\$j(s)  |2

2 m„  v . v . ■(-
2  (—  I )r  +  t ^ L ^ Ì l

1
i s  +  y \ ) k { is  +  y k t )h \ kr k kt 

I V |2 (V +  X,)

essendo Vyr (s) il determ inante o tten u to  da V (s) sopprim endo la riga di posto 
j  +  1 e la colonna di posto r.

Si ha Vy^/V =  O (| j  | +  + per 1^1 -> 4  00 con coy =  m  +
4 - (m —  1 — j )  (n —  m )\m  se j  < m  —  1 e p  < m  , coy — m  —  1 +  
+  ini — j )  in  —  ni)\m  se j  <Lm ~— 1 e p  >  m  coy =  2 m  —  1 — j  
se j > m  —  1 . Ino ltre (—  is +  yXr)A (is +  ^ ^ l ( K  +  X, ) .= O (| s f hk)
per | | -■> 00 , con <ùhk — 2 h 2 k in —  ni)\m  —  in  —  ni)\m  se r  <Zm ,
t <Lm  ., cùk k  =  h +  h in —  ni)\m  +  k  -f- k in  —  m )\m  —  1 se r  <C ni , t"> m  
oppure r  >  m , t <Lm  e coM = 2  h in  — ni)\m  +  2 k  —  in  — m)jm  se r ^ > m ,  

m .
Volendo che sia Uj (x ,y )  e H P (R^~ 2) deve essere 9y (?) e H n ~ (2y+i).(» -  »0/2 *» (Ri) 

per j  < m  — 1 e cpy (?) 6  H 2m 1 + (R1) /  >  m  — 1 .
In  particolare si ha quindi u  ^ = 0 =  90 (?) e (R 1). Si ha poi

D f («)„ = o =  D£ « |n _ 0 +  ( f )  '(—  T) C L 1 D , * |„ . 0  +  • • • +  (—  f ) p D * u  |„ _ 0;

supposto p  < n -— 1, si ha allora D f ( u \  = 0 e H n~ p~ ~ w)/‘2m (Ri) ; Dpy u  ^ = 0 =  
=  9/ ( ? ) e H « - ^  + 1) ^ - M)/2w(R1) oppure U 2 m ~ p ~ 1 + ( R1) ) è n — p  —
—  (n  —  m )\.2 m  <  n —  (2 p  +  1) (n  —  m )/2 m  , n — p  —  ( n —- m) / 2 m <C 
<  2 m  —  p  —  1 +  (w —  nì)l2 m.

D ’altra  parte , in base al risu ltato  del n. 3, le derivate D f” *7 DJy u  hanno 
su 7] — o trapcia € H® con co =  m in (2 m  — p  —  1/2 , n —  p  +  j  —  (2 j  +  1) - 
• in —  m )\2 m , n — j  —  (2 (p — j )  +  1) in —  m )\2 ni) e quindi cù >  n ~— p  —
—  in —  m ) \ 2  m  per o < i j  <C p- Concludendo, Df u  4 ==0 e H n~ p~ (n-my2tn m  
per o <  p  <Z n —  1 ; l’esponente di H è quello stesso indicato dalla propo­
sizione del n. 3.

Si ha poi

(Dì D* # u  =  , i  ( h V  ) ( -  i*Y (t)a - y $*+*-3 (0-

Si riconosce quindi, in particolare, che D^ D™ ~ 1 u  1̂ = 0 e H (̂ ~ m)l2m (Ri) 
e che D ^ -1  D J -1  ^  ^ 0  e H 1 + (" _w)/2m (R1); gli esponenti di H sono quelli 
stessi indicati dalla proposizione del n. 3.

Pertanto, se m — n  —  2, la funzione  (11) appartiene ad  H P (R* ) ed è 
tale che D ^ | ,  = 0 e H ” ~Jin ~ m)l2m (Ri) per o <  j  <  n —  1 ) , D™" 1 VTy ~ 1 u ^ .  0 '€ 
e pji + (« -  f»)i2 m  ̂ jyn jyn ~ 1 ^  = Q 6 ~ *” (R1) (conform em ente alla p ro ­
posizione del n. 3).
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5. A pplicazioni. -  Sia fi un aperto  lim itato  di R2; sia

A  (x , y  ; D X , Dy) =  M (x , y ; D * , D ,) +  N (x  , y  ; Dx , Dy)
con

M ( x , y ; D x , D,) =  Dx DJ (a (x , y ) Dx DJ) +  ( -  i)n Dx (b (x , y) Dnx) +
+  (—  i T B ; ( c ( x , y ) t > ^ ,

N ( x , y ; D x , D ,,) =  2  D£ D* (ahk (x  , y ) Dhx+h' D*+ * ) , A ' , # = o , i ,
h,k

con a (x , y )  , b ( x  , y )  , c ( x , y )  , ahk (x  , y )  e C°° (Q) , a ( x , y ) >  o , b ( x , y ) >  o,
c (x  , y )  >  °  e inf {a (x , y) ,  b (x , y),  c (x , y ) ì  >  o ; per ogni s >  o esista

Q
poi una costan te positiva C£ tale che

eP 0  , a) +  Ce >  2  O2*'?2'5 +  s^+ ìh' <0 *+M) .
h,k

Sia XM (fi) la chiusura di Co° (fi) rispetto  alla norm a corrispondente alla form a

(u  y v)km (Q) =

=  j  (a ( x , y ) D " D ; ' u - D f D ; ^ +  b {x , y )  D Hx u - D U > + c  ( x , y )  D > - D > )  d x  d y .
Q

A llora s e g  (x , y )  e L2 (fi), esiste una ed una sola u  6 KM (fi) soluzione debole di

A  u  +  C u  =  g ,

se C è una costante positiva sufficientem ente grande.
I risu lta ti del ri. 1 assicurano quanto  segue. Se appartiene alla fron tiera  

di fi un segm ento parallelo all’asse x l  =  { ( x , y ) ;  x ± <  x  <  X2 \ y  =  /} , 
se l ' = { ( x , y ) ;  x{ < x  <  x'2 , y  =  1 } con x\  < x [ , x'% <  x% e se ( x , y ~ \ - z ) 6  fi 
per (x  , y )  6 If e s >  o oppure s <  o e | e | sufficientem ente piccolo, si ha

Il DJy u ( x , l +  e) ----------- , y =  o , 1 —  i,

per s - ^ o - h  oppure s -»  o —  . Analogo risu lta to  scam biando x  con y .
Supponiam o ora che appartenga alla frontiera di fi un arco 0  di curva 

d o ta ta  in ogni pun to  di tangen te  non parallela né all’asse né all’asse y;  sia 
y  = /  (x) la sua equazione; fissato un suo pun to  (xo , yo) (non term inale) e d e tta  
e (£) una funzione 6 Co°, eguale a 1 in un intorno di xo e nulla fuori di un in torno  
di x o , la trasform azione £ =  x  , rj =  y  —  [ /(£ )  — f ( x 0) —  (E, — x 0) / '  (x0)] e(£) 
effettua lo spianam ento  di una  porzione 0o di 0  in un  segm ento di re tta  
non caratteris tica .

I risu lta ti dei nn. 2-3 assicurano che, detto  0o(s) un arco parallelo a 0o 
e in terno  a fi, si ha per o < h < n  —  1, o <  k < n  —  1, k  +  k  <  2 m  —  1,

j D * D y  U  |@# (e) Jl*------ ► O .
8  0

5. — RENDICONTI 1965, Voi. XXXVIII, fase. i.



66 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. XXXVIII -  gennaio 1965

Passando al problem a non omogeneo, i risu lta ti dei num eri 1-4 assicurano 
che, se Q è un intervallo, allora è ben posto il problem a consistente nell’asse- 
gnare DJy u  , o <Lj <  n —  1, sui la ti paralleli all’asse x  e T)Jx u , o < j  < n  —  1 
sui lati paralleli a ll’asse y  (nelle esplicitate classi PP, a p a rte  i raccordi). 
Se invece Q ha per fron tiera una curva costitu ita  di segm enti paralleli 
all’asse x  o all’asse y  e di archi d o ta ti di tangente in nessun pun to  parallela 
all’asse x  o all’asse y ,  si assegnerà sui prim i i dati corrispondenti al caso del­
l’intervallo  e sui secondi, supposto ad esempio m  =  n  —  2 , si assegnerà 
DJy u  , o <Lj <  n — 1 e anche D* 1 D J 1 u  e D J “ 1 u  (nelle esplicitate 
classi H% a p arte  i raccordi).

Si noti la differenza tra  questi problemi e quelli ellittici, parabolici e quasi- 
ellittici.

I risu ltati si possono estendere al caso di operatori ipoellittici che abbiano 
la p arte  principale in comune con operatori del tipo

n  ( ( -  0 -V («y D , +  Py D,)*»y +  ( -  i)-y (Yy D , +  8y D,)*-y),

con «ySy— PyYy= i-


