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Analisi numerica. — S u l calcolo degli autovalori relativi ad 
una equazione differenziale inerente ad un problema d i conduzione 
del calore (*}. N ota I di F r a n c e s c o  S c a r p i n i , presen ta ta  (**} dal 
Corrisp. G. F i c h e r a .

In una N ota  [14] (1) pubb licata  nel 1961, sugli «A nnali di M atem atica  », 
il prof. G iovanni Sansone ha considerato una equazione differenziale lineare 
o rd inaria  del secondo ordine, già in tro d o tta  da H. L atzko in una sua ricerca [11 ] 
sulla conduzione del calore in un fluido soggetto a turbolenza. Tale equa­
zione [la (1) del presente scritto] viene considerata nell’intervallo  (o , 1). 
Essa ha una singolarità per x  =  1.

Il problem a stud iato  consiste nel dim ostrare l’esistenza degli autovalori 
per un problem a al contorno connesso con la d e tta  equazione e posto in una 
opportuna classe di soluzioni. A  tal proposito il prof. Sansone ha d im ostrato  
che ogni autosoluzione per il de tto  problem a al contorno è altresì autosolu­
zione di una equazione integrale di Fredholm  da Lui costru ita  e d o ta ta  di 
una infinità num erabile di autovalori tu tti  positivi.

Egli ha successivam ente proposto il calcolo numerico, per eccesso e per 
difetto, del più piccolo au to  valore Ai. Tale questione è s ta ta  considerata da 
D. Caligo [3], il quale ha indicato le seguenti lim itazioni per Ai:

8,7275 <  Ai <  8,7448.

Successivam ente D. Caligo e N. Cotugno [4] hanno fornito le seguenti 
limitazioni:

8,72752 <  Ai <  8,72759.

In questa N ota  ed in una successiva dallo stesso titolo, ho ripreso lo studio 
del problem a di autovalori anzidetto , dim ostrando an z itu tto  la perfe tta  
equivalenza fra il problem a differenziale ed il problem a in tegrale in trodo tto  
da G. Sansone. Successivam ente mi sono occupato della questione di Analisi 
num erica anz ide tta  proposta dal prof. Sansone.

Ho dapprim a fa tto  vedere in qual m odo valori per eccesso degli au to v a­
lori del problem a -  ancorché re lativ i ad una equazione differenziale singo­
lare -  possano ottenersi con un procedim ento del tipo R ayleigh-R itz . Tale 
m etodo è estrem am ente più semplice di quello im piegato dal Caligo.

Ho potu to , per tale via, constatare  la erroneità delle lim itazioni infe­
riori date  in [3] ed in [4] e sopra riporta te . In effetti dal teorem a V I della

(*) Questo lavoro è stato eseguito nell’ambito del gruppo di ricerca n. 21 del C.N.R. 
nell’Anno Accademico 1964-65.

(**) Nella seduta del 9 gennaio 1965.
(1) I numeri tra [ ] si riferiscono alla bibliografia alla fine della Nota II.
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presente N ota  segue:

quali si siano le costanti c 1 • - y cn . Assum endo n — 5 e c± =  6,858248981,
2̂ =  — 0,0247758690 , cs =  0,272497936 , C4=-— 0,904960750 , c5 =  1 si 

ottiene:
Xi <73 =  8,72747134®».

Il valore per eccesso 73 è più piccolo dei presunti valori per difetto  ind i­
cati da Caligo e da C aligo-Cotugno.

Per o ttenere valori per difetto  di Ai ho applicato tre procedim enti. Due 
rientrano, come casi particolari, in un m etodo generale indicato m olto recente­
m ente dal prof. G aetano Fichera, il terzo è l ’estensione, al problem a in esame, 
di un m etodo orig inariam ente dovuto a B arta  [ 1 ]. Occorre dire che i prim i 
due procedim enti mi hanno anche consentito di fornire lim itazioni per i suc­
cessivi auto valori.

Le m igliori lim itazioni o tten u te  per Xi sono le seguenti:

8,7207232 <  Xi <  8,7274704 (3>.

Le lim itazioni o tten u te  per Xi , X2 , e X3 sem brano conferm are i valori 
approssim ati per tali auto valori, o tten u ti dallo stesso Latzko, da D urfee [5] 
e da F e ttis  [6], ad eccezione del valore per X3 ottenu to  da L atzko che è molto 
in disaccordo con le lim itazioni da me conseguite.

1. Si consideri la seguente equazione differenziale:

(1) Eu +  X#7 u =  o , x e l  ,

dèssendo E l’operatore d ifferenziale-^- (1 :— x 7) dx , X un  param etro  reale, I

l’intervallo  superiorm ente aperto  o <! x  <  1.
Si indichi con £(2) 3 (I) lo spazio hilbertiano delle funzioni reali di quadrato  

som m abile in I, con il seguente prodotto  scalare:
1

(j>g) \ f ( x ) - g ( x ) d x .
0

(2) Per meglio avere un’idea della efficacia del metodo di Rayleigh-Ritz -  d’altronde 
ben nota a tutti i cultori di Analisi numerica -  si osservi che assumendo n — 1 e a  =  1, 
nella (I), già si ottiene la limitazione Xi <  8,75 che confrontata con i risultati finali ottenuti in 
queste Note si rivela non disprezzabile.

(3) Il valore per eccesso riportato, che migliora lievemente il valore di 73 precedente- 
mente indicato, è stato ottenuto usando un numero di costanti maggiore di quello impiegato 
per ottenere */).
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Ci proponiam o di ricercare le soluzioni dell’equazione (i), appartenen ti 
alla varietà lineare ^  q  £(2) (I) delle funzioni u (x) soddisfacenti le seguenti 
condizioni:

I) u (x) è di  classe £ (2) (I) (4);
II) u (x) s' annulla per x  — o ;
I I I)  Eu e £(2) (I) ;
IV) u (x) è continua nell'intervallo chiuso ì  : o <C x  <C i .

Sussiste il seguente teorema:
I. — I l  valore X =  o non è atitovalore per la (i) nella classe %
Ciò si constata  im m ediatam ente, dato  che, per X =  o, ogni soluzione non 

identicam ente nulla della (i), verificante la condizione II), non verifica la 
condizione IV).

Poniamo:

, s / ’ di T . , , \ =  T (l) , o <  ? <  X <  i ;
Y 0 )  I r  ^  ^  I  ) -' (**' > ? )  j C \ r\ ^  ^  ’C ^

o

k (x , £) '== X7!2 § (x , £) 57/2 , ( * ,£ ) €  I x  I

°d osserviamo che:
i

i ^  (x , 5) e £ f  (i) } 2°: J  [£ (* , 5)]a d i  e ? , ( I ) .
0

L ’operatore integrale
i

T f  =  j k ( x , H f ( l ) d l

risu lta  p ertan to  definito in £ f} (I), ha codominio contenuto in S fC I), è 
compatito e simmetrico, [7], [8].

Consideriamo la seguente equazione

(2) T  W —- (JL w  — o .

Q uesta è una equazione integrale di Fredholm  di seconda specie, omoge­
nea a nucleo simmetrico.

II. — I l  valore (jl =  o non e autovalore per la (2) nella classe £ (2) (I). 
Dalla (2), per fx — o, si deduce

# 1

j y (?) gl* w Ql) d i  +  y  (x) J l w  (?) d l  = o
0 x

(4) Con e<") (I) si indica la classe delle funzioni reali continue con tutte le derivate 
fino all’ordine n in I.
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e quindi
1

x

che im plica w (oc) =  o quasi ovunque in I.
Vogliamo dim ostrare il seguente teorem a di equivalenza tra  la (1) e la (2). 
II I . -  Se u (x) è uri auto soluzione delVequazione (1), appartenente ad 

pósto w (oc) =  x 7/2 u (x)y risulta w (oc) autosoluzione dellequazione (2), con 
=  i/X, ed appartiene ad  C(2) (I).

Viceversa se w (x) è autosoluzione dell equazione (2), appartenente ad  £ (2) (I), 
la u (oc) =  x~ 7I2 w (x) soddisfa Vequazione (1), con X = i /p . ,  ed appartiene 
alla varietà 6U.

Dim ostriam o la prim a parte . Sia u (x) una funzione appartenen te ad W e 
poniam o TLu =  v. Sarà allora:

0
essendo a  una costante.

Ne segue che:

u (oc) =  y (x) ci+Jv®dZ
0

— j  r  ©  v ©  d i .
0

X €  I

L a condizione IV ) com porta necessariamente:

(4)

e quindi

(5)

1
u (x) =  ~ j § ( x ,  1) ^ ( 1) d i ,  

0
x e l .

Se inoltre u (x) è u n ’autosoluzione di (1), appartenen te ad essa renderà 
soddisfatta la seguente equazione integrale:

1

u (x) =  x j §  (* , I) % u { l ) d l , a r e i .
0

Ne segue che w (oc) =  x 7!2 u( x )  appartiene a d £ (2)(I) ed è autosoluzione 
dell’equazione integrale (2).

Supponiam o viceversa che w (x) sia autosoluzione della (2), appartenente , 
ad 2 <Ì>(I). Posto v(x)  =  — \ x 7l2 w,  sarà

1
v (x) =  \ x 1 J §  (x , l) v  (l) d i  , a re i ,

0
(6)
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cioè

v (x) =  \ x 7

1
d l  +  y ( x ) j v g ) d l

x

x e l .

D a questa relazione segue la con tinu ità  di v (x) in I.
Consideriamo la funzione u (x) =  x~ 7l2 w( x )  — — ~  x ~ 7 v ; in v irtù  

della (6) possiamo scrivere:

(7)
» 1 

u (x ) =  —  J y  ©  v (g) d l  —  y (x) j v  g)  d i  , :6 l  .

Essendo ve  £(2) (I) e y(x)  — O (log(i — x)), dalla (7) segue la continu ità di u (x) 
in F, che u  (o) =  o e che u (x) e 0 (1) (I). Derivando ambo i m em bri di (7) si ha

1
(3') ^  =  * e i .

D a qui si trae che ^ e © (2)(I) e che

(8) Eu  =  v (x) y x  e I .

P ertan to  u (x) soddisfa la condizione III).
Tenendo conto della definizione di u (x) e della (8), si constata  che u (x) 

è soluzione dell’equazione (1).
Si è così d im ostra ta  Pequivalenza delle equazioni (1) e (2) nelle classi 

rispettive ^  ed £ (2)(I).
Osservazione / .  — Dalla dim ostrazione, ora esposta, segue che le au to ­

soluzioni di (2) appartengono a E (0) (I) e nell’origine sono O (x 9l2). 
Osservazione I L  -  Se u (x) appartiene ad OC, riesce 

1

d x < + ° ° •
0

In fa tti dalla (3) e dalla (4) si trae

<■ - * ’> ( £ ) ’ =  T i h -  ( / *  ©
x X'̂  x

k = 0
D a ciò l’asserto.

IV. — Gli autovalori della (1) sono tutti positivi.
Se X è un auto  valore di (1) ed u (x) una corrispondente autofunzione, si ha: 

1 1 1
XjJ x 7 u2 (x) dx  =  —  j  u E u  dx  =  j (1 —  x 7) dx  ,

0 0 0
e ciò prova l ’asserto.

Dal teorem a I I I  segue che l’operatore T  è definito positivo.
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2. Vogliamo ora d im ostrare l ’applicabilità del classico m etodo di R itz, 
per il calcolo degli autovalori, a ll’operatore differenziale E. A tale scopo dim o­
striam o anz itu tto  il seguente teorema:

V. -  Sia u (x) e 6̂  e non identicamente nulla ; {w n (x) } una successione 
ortonormale e completa di autosoluzioni delVequazione (2), appartenenti ad 
£ (2) (I). Posto un (x) =  x ~ 7f2 w n (x) e v (x) — E u , si ha:

(9) 6
1

/ x7 u2 (x) dx
0

l
j v (x) un (x) dx

0
1

I v (x) un {x) dx
d

Integrando per parti si ha:

(1 u (x) v (x) dx

e quindi per la (5):

( io )
1 1 1

5) V (x) V (£) dx d \  .

D ’altra  p arte  si ha:

cioè

1 1 1
x 1 u2 (x) dx =  j  j  ® (x , ?) v (5) dÙ  dx  ,

é  0

1 1
(11) j  X1 u2 (x) dx  =  j  J  V (£) v (y)(^ J  x 1 § (£ , x) § (x , y) dx jd£  dy .

0 0 0 0

Il nucleo k (x , £), positivo e simmetrico, dell’operatore com patto T  è somma 
in I x  I della seguente serie (5)

( * ,£ ) e  I x l  .n * 1 A»

(S] In base al teorema di Mercer (cfr. [12], p. 614) si può, di più, dire che la serie 
00 1
V a/* (*) (£) converge uniformemente in ogni insieme chiuso contenuto in I X I

n = 1

privato del punto (1 , 1).
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D a ciò segue che

S"< (x , l) --- x ~ 7/2 w,
An

oo
(*) ?~ 7/2 w . ©  =  2  T~ u« (*) «■ (?) -

(x , Q e  (a , ò ) x  (a , ó) , o <  # <  b <  i per altro  arb itrari. Per la disegua­
glianza di C auchy-Schw arz, si ha

m

V (x) V (£) • 2  T~ U n ( x )  U n (?) 
n = l  A»

< \ v  ( x ) v  (l) | 2  f  K  (x)j-n = 1 A«

« / \ 2 11/2
2  f  K  (?) <  ) » (*) » ©  ! • [3 (* , x) • S5 (? , ? ) F ,
! = 1 A» \  /  J

e quindi (per il teorem a di Lebesgue [7]) la possibilità di calcolare il primo 
m em bro della (io) m ediante integrazione per serie:

i 1 1

f 0  — X1) d x  =  /  f  v  ix ) v  (?) ) £  ^  (*) «„ (?) d x d l  =
ò 0 0

» = 1
V (x) Mn (x) dx

Con analogo procedim ento, dalla (11), si ottiene:

1 1

j  x 7u2(x )d x  =  2  i xn\ m j j v (?)v Cr ) ( j x '7un(Z)un (x ) u m(x ) u m(y)dx'jdZ,dy--
b b ò 0

1 1

m, n = 1 ,
0 0

(?) «„ (?) v (y) u m (y) ( j  w„(x) -  w m (x) d x j  d i  dy  ,

e, tenuto  conto che il sistem a {w'n (x)} è ortonorm ale:

(a:) ^  =  2 ) ~2 z/ (a:) (a:) afo;

Si è così o tten u ta  l ’espressione di 81 (u) indicata nell’enunciato.
Consideriamo lo spazio di H ilbert E delle successioni a di num eri reali 

|  Gk} tali che
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nel quale il p rodo tto  scalare è definito al modo seguente:

[®-> t ]
00

?k ̂ k
kk

Possiamo considerare la ^  come una varietà lineare im m ersa (a meno di un 
isomorfismo lineare) in 2 , se identifichiam o ogni u di con la successione 
{<7y&} d a ta  da

1
(12) Gk — j  Uk E u dx .

0
Consideriam o in 2  il sistem a ortonorm ale di vetto ri {cpw}, essendo cpw 

la successione di num eri reali {|/X̂  8^} • Sia & g  l’operatore lineare e com ­
p a tto  di 2  in 2  , così definito :

00

& g =  2  r  [a > ^  •» = 1 À«

L a (9) può scriversi al modo seguente:

*  <«> =  ■

essendo g ed u legate dalla (12).
E  im m ediato constata re  che gli au tovetto ri di & appartengono ad e 

sono le {un}, laddove gli autovalori dell’equazione

€ l  G ---  [LG =  O

sono tu tti  e soli i num eri 1 fkn .
D ai teoremi II I  e V  e da quanto  abbiam o testé detto , segue che:
V I. -  V  equazione (1) (relativamente alla classe fyf) è dotata di una infi­

nità numerabile di autovalori positivi aventi +  00 come unico punto d'accu­
mulazione. Indicata con { }  la successione non decrescente degli autovalori e 
con {un} una successione ortonormale d i corrispondenti auto soluzioni, si ha:

\ n — m in cft (u) con [(u , Eu^) =  o ; h =  1 , • • •, n  —  1)].

Detto {9^} un sistema di vettori con { E9^ } completo in  £(2J (I), contenuti 
in  ^  e le n radici delV equazione

1 1
det. ^ j ( I - x 7) ^ . ^ d x - A j x i ? i ( x ) 9 l (x)dx)' )  =  o 

0 0
(h , k  =  1 , 2 , • • •, n),

disposte - in  ordine non decrescente, si ha

lim AlB) — lk (k =  1 , 2 , ••• ,«),
n —> 00

converge a \k non crescendo.


