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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi matematica. — Swugli integrali impropri nel senso di
Hadamard e su alcuni operatori ad esst collegati. Nota di CarLo CER-
ciGNaNI, presentata @ dal Corrisp. G. Riccr.

I. Si consideri lo spazio J, (7 = o) delle funzioni f (#) derivabili » volte,
con derivata n—esima holderiana su ogni intervallo finito dell’asse reale e
tali che (1 4 22)=¢+D2 f(#)eL (— oo, + oo).

Per tali f(#) ha significato definire per ogni x reale il seguente integrale
improprio nel senso di Hadamard (vedi per es. Guelfand e Chilov [1]):

oo a b
" TN
fo— X FP (x)
f@ . @ [ =
TR I O LG T M g
Jo—ayt? R (n—R)!
b
+ 7/ (#) log | £=2

ove a e b sono due qualsiasi numeri reali tali che @ <<x < #4; Pf significa
« parte finita ».
Si verifica che la definizione data ¢ indipendente dalla scelta di a e 4.
Si sono stabiliti i seguenti teoremi: ‘
TEOREMA 1. — Se f€], e inoltre ammette derivata (n + 1)-esima hol-
deriana, allova Dintegrale improprio (1) & derivabile rispetto a x e si ha:
d pe| 1@ | A0
Y 2 _J@ _ 1@
@ ﬂP”a—w“ﬂ_@+o/a—wHw‘
TEOREMA 2. — Sia 2 = x + iy, se 3 — oF, allora la funszione
(3) ®@=/~l@_w

(t . Z)"+1 ’

— 0

analitica nei semipiani Im z = o, tende uniformemente (vispetto a x) ai limiti:
2 , -
@) O e A

(*) Nella seduta del 14 novembre 1964.
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TEOREMA 3. — Se f€ J, 11 ¢ f €], allora:
@ (n + 1) Pf/&ﬂﬁ: pf| SOy

(t_x)n+2 (t_x)n+l
oo — oo

Facendo uso della (1), si sono introdotte le trasformate seguenti:

e a f2) _
(5) H,f= i Pf/(z_x)"ﬂdt’ f@e], (n=0,1,2,3,-")

Per » = o si ottiene, a meno di un fattore 7, la trasformata di Hilbert
(vedasi Titchmarsch [2]); per # dispari si ottengono casi particolari della tra-
sformata di Riesz [3].

2. Come conseguenza dei teoremi precedenti si sono trovate le seguenti
proprieta di H, (a fianco sono indicate condizioni sufficienti di’ validita):

©) Hogmf =i~ H, %f; f€K,,

) Honf =i S @i 7¢( 1)

®) Ho g =g Hir=0i  fe((3 1) 0 K,
© H,f=i"Ho(20f);  feK,

(10) Hf=imgn@op;  fen Ji)

In quel che precede K,,, indica lo spazio delle funzioni f (x) che verifi-
cano le (# 4 1) appartenenze seguenti:

f(é)EJn+m—k <k=0 I,-~~,m>

e K,, = K. Si constata che le condizioni scritte a lato delle (6), (7), (8),"
sono verificate se £ (x) & % + m volte derlvablle con derivata # 4+ m—esima

hélderiana e tale che /* (x) e L% (A=o0,1,---,72 4 m); in tal caso si scrivera
f € L$+m .
Si ha allora:
() H,H,f=i—etm &0 p0 felf,,.

Si & dimostrato poi il seguente
‘TEOREMA 4. — Sitano f e g due funzioni.definite sull’asse reale, tvi dotate
delle prime n derivate, di cui la n—esima sia hélderiana; sia inoltre f €L,

gn—n e L% (% = mﬁi ) Allora vale la relazione

I

(12) (f H,0)=H,f,8)
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in cui si é fatto uso della notazione
(/8 =/f*(x)g(x)d’x, (feL?; gel#=D)

Il teorema 4 & la giustificazione principale per 'introduzione della unita
immaginaria nella definizione di H,,.

Di grande utilitd & il

TEOREMA 5. — Sia f(x) € K,. Allora si puo effettuare una decomposizione
Fx) =, +,F (&) + Px), tale che

ar an
(13) an=—;;,dﬂf+—~;;7?f—.

Le funzioni f+ e f~ sono limiti per Im 2z — 0%, di funzioni analitiche, rispet-
tivamente, nei semipiani Im z> 0 ¢ Imz < o; P (x) é un polinomio di grado
inferiore a n— 1.

La formula (13) & la chiave per lo studio delle proprieta spettrali dell’ope-
ratore H, in 1.2, Si trova infatti, facendo uso del teorema 3, il seguente

TEOREMA 6. — Gli operatori H,, hanno in L2 uno spettro puramente con-
tinuo che ricopre tutto 'asse reale per n pari, il solo semi—asse positivo per n
dispari. La rappresentazione spettrale di N, é:

(14) H, =/ME&">

ove B ¢ la Jamiglia spettrale data da:

A [}
an =
(s BV = e | X[ — ) [V [ sgn ¥ f (2
‘)\/ | 2m o
—o0 — o0
A ]
o [ 1
1 oy ’ m ’ ’
m | cos [ =[N TS (> 0)
(16) E@7Hlf— | m(2m+1) W‘_zjwrl )
0 —o00
o ; (A <o).
Riguardo al problema dell'inversione delle trasformate H,, si ha il

seguente !
TEOREMA 7. — Se g (¢) (1 + 2)#—D2 log (1 + #2) ¢ integrabile ¢ hilderiana
su ogni intervallo dell’asse reale, allora la soluzione pin generale dell equazione

(17 H,f=¢
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é data da
in+1 of? n—1
(18) f(x)z—/(u—x)”—llog[x—u|g(u)du—|— Y ot
mr—1)! 0
ove con cx(k=0,1,---,m—1) s Sono indicate n costanti arbitrarie.
Questo risultato si pud applicare allo studio delle equazioni
(19) H,f =M@/ & + a(),

tra cui, in particolare, I’equazione omogenea
(20) H, /=M@ /[ (x),

ottenendo il seguente

TEOREMA 8. — Sia data ['equazione (19) accompagnata da condizioni
accessorie su f(x), tali che, se g(x) = Mo (x)f(x) + a(x), scenda dalla (17)
la (18) con le costanti cr univocamente determinate da

(o)

(21) c&:ockfg(u)ukdu (A=o0,1,- -, n—1)

— 00

(g numero complesso assegnato, eventualmente nullo); sia poi nella (19) 4 (x)
una fungione reale di x di segno fissato, tale che

n--1 n—1

(22) £(x,u)= {;(—;—_T (u—xy—1llog |u—x|+ go%“k 2* |V e (1) & (%)

sia un nucleo integrale a quadrato sommabile. Allora condizione necessaria e suf-
Jiciente affinché esista una soluzione della (19) per ogni a(x) == o, tale che b(x)=
o
k . " PN . .
= (::“(’Z;) a (x) dx esista e sia a quadrato sommabile, é che non esista solusione
» ‘
T 4
della (20). In tali ipotesi le eventuali soluzioni della (19) o della (20) sono tali

fee]

che esiste finito [I'integrale [ h(x) f(x)Rdx. Inoltre gli eventuali valori di \
e

per cui I'equazione omogenea (20) ha soluzione non si possono accumulare intorno
ad alcun punto al finito del piano complesso; formano quindi o un insieme finito
0 una Successione infinita che tende all’infinito in modulo.

Si ha anche il seguente risultato:

TEOREMA 9. — Se, ferme restando le ipotesi del teorema (10), le costanti
w, che compaiono nella (21) sono reali, allora i valori di N per cui I'equa-
ztone omogenea (20) ha soluzione somo reali e formano wun insieme non
vuoto.
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3. Si & poi studiata un’altra famiglia (a due parametri) di trasformate
connesse con integrali impropri nel senso di Hadamard; essa fu considerata
per la prima volta da Feller [4] ed ¢ definita da:

oo

! /f(z‘){t—x}“_lsin o =+ a3 sgn (¢ — )| .

I'(a) sinamw
—e

23)  Iif=

Nel caso particolare 8 = o si ottiene la trasformata di Riesz [2]. Inizialmente,
tali integrali sono da questi Autori definiti per Re « > 0; poi per « al di fuori
di tale semipiano, essi fanno uso del prolungamento analitico rispetto ad «
(con opportune condizioni di regolarita su f(#). Lo stesso risultato si puo
ottenere con definizioni analoghe alla (1).

T . , . — az2 .
Si ¢ dimostrato, in contrasto con l'equazione I == — 5 scritta da
. p— a2 .. a2 . iy -
Feller [4], che & I P f=—cos2d —[&—]; + zsin 23 H, (?"Q ; anzi, piu in ge-

nerale si dimostra il seguente
TEOREMA 10. — Per ogni f€L?(p >1) (e, per Re a << 0, dertvabile n volte
con derivata n—sima holderiana, ove n = [— Re o)), si ka la relazione:

(24) I3 f = cos ad I® fhisin ad Hy (I° f) = £ (1 /).

Facendo uso di tale risultato ¢ immediato verificare la proprietd semi-
gruppale
(25) (I f=1""f
575 5
in quanto essa vale per gli operatori (commutabili) FAShLINN L
Inoltre si dimostra facilmente il seguente
TEOREMA 11. — Data ['equazione differenziale—operazionale: .
du(t,x) —a ) Lo )
<26> a—t:——la u (d>0 y OC{S}<‘;>
¢ una funzione w (x) € L2, esiste una e una solo funzione u(x ,t) che soddisfa
alla (26) e che tende in norma a w (x) per t — o. Essa ¢ data da:

(27) u(x,z‘):[Km’a (x—g,t)w(i)a’i
ove
(28> Koo (g,8) = %/‘exp [— ipg—t | ? ‘“ e—iaésgnp] dp.

Di questo teorema Feller [4] da una dimostrazione formale piuttosto
complicata.
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4. Infine, come applicazione dei risultati ottenuti, si ¢ mostrato che la
trattazione del problema dei livelli energetici dell’atomo d’idrogeno, ambien-
tata nello spazio dei momenti, porta ad un’equazione del tipo (20). I teoremi
8 e g garantiscono l'esistenza di uno spettro discreto e il teorema 5 permette
una risoluzione esplicita del problema, che fornisce gli autovalori in accordo
col risultato ben noto.

Altri operatori connessi con gli operatori qui studiati sono stati consi-
derati da Calderon e Zygmund [5-6] negli spazi euclidei a # dimensioni e
da Seeley [7] su varietd compatte. La trasformata di Riesz ed equazioni ad
essa connesse sono state considerate anche da Bassam [8—9].
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