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Astronomia. — Configurazioni di equiltbrio di corpi jfortemente
implosi. Nota III @ del Corrisp. Livio GraTTON.

1. Nelle due Note anteriori @ sono state integrate le equazioni della
Relativita Generale per l'equilibrio idrostatico di un corpo a simmetria sfe-
rica nella ipotesi in cui fra la densita p e la pressione P passa una relazione
del tipo

(1) 2p =3P 4 QP

dove Q e ¢ (<< 1) sono costanti. L’'integrazione ¢& stata effettuata per i valori
3/2 e 3 dell’indice politropico

(2) "=

I—q.

Inoltre alcune conseguenze di carattere generale sono state discusse
brevemente. Lo scopo di questa Nota & di applicare questi risultati a pro-
blemi astrofisici.

L’equilibrio di una stella di neutroni ¢ stato discusso fin dai classici lavori
di Oppenheimer @ e collaboratori e pill recentemente da Cameron, Salpeter
ecc. @, Ora, si pud facilmente verificare che la semplice equazione (1), con

g =135 e

F7\2/5 [ 7 \315
Q = 20%5 (%)/ (7223)/ My €% = 1,304 X 1018 (c.g.5.),

da un’eccellente rappresentazione della equazione di stato di un gas di neu-
troni a temperatura zero, se si trascura 'effetto delle forze nucleari. D’altra
parte Gratton e Szamosi ¥ hanno mostrato che 'effetto delle forze nucleari,
incluso il cosidetto « nucleo duro », sull’equazione di stato di un gas di ba-
rioni & certamente assai piccolo.

Pertanto i risultati delle Note I e II per » = 3/2 si possono trasportare
immediatamente al caso di una stella di neutroni. Poiché la discussione non

(*) Nella seduta del 14 novembre 1964.

(1) L. GRATTON, « Acc. dei Lincei, Rendiconti della Classe di Scienze fisiche e naturali»
(in stampa); queste due Note saranno citate brevemente nel seguito come I e II rispettiva-
mente.

(2) J. R. OPPENHEIMER and R. SERBER, « Phys. Rev.», 54, 540 (1938); J. R. OPPENHEI-
MER and G.M. VOLKOFF, « Phys. Rev.», 55, 374 (1939); vedi anche L. D. LANDAU and E. M.
LIFsHITZ, Statistical Physics, p. 325 (Trad. inglese), 1959.

(3) A. G. W. CAMERON, «Ap. J.» 130, 884 (1959); T. HAMADA and E. E. SALPERER.
«Ap. J.», 134, 683 (1961); V. A. AMBARTSUMIAN and G. S. SAAKYAN, « Soviet Astr. —A. J.»,
(trad.) 5, 779 (1962).

(4) L. GRATTON e G. SzAMOsI, « Nuovo Cim.», 33, 1056 (1964).
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porta alcun elemento sostanzialmente nuovo, non & necessario ripetere qui i
risultati; un breve sommario sard pubblicato nella comunicazione presen-
tata al Colloquio sulla Cosmologia (Padova, 9-11 settembre 1964).

2. Pil interessante ¢ il caso di un corpo di massa molto grande, in cui la
temperatura ¢ abbastanza elevata perché la pressione di radiazione sia molto
maggiore della pressione materiale e anche il contributo della radiazione alla
massa gravitazionale sia importante.

Se N ¢ il numero di particelle per unita di volume, & il peso molecolare
medio ed H = 1,6598 X 10724 gr l'unitd di peso atomico, ad una tempera-
tura T non eccessivamente elevata, di modo che l'energia di riposo delle
particelle ¢ molto maggiore della loro energia cinetica, si ha

'\ P = 14Tt + NAT,
3) ) 3
[ pc?2 = aT4 + HE2 &N

Se, ora, definiamo § come il rapporto fra la pressione totale P e la pres-
sione materiale,

N#T 1 T4

(4) B=—P' ) 1——(5:?a?-

ed osserviamo che se N non ¢ molto grande, N£T si pud trascurare rispetto
a (1/3) aT%, si trova facilmente

' - He2 [ a\1/4 o 8
(5> ' 629 - + 7 (3‘) (O] (I —B)IM

P34 3P (1 —B).

Poiché nel caso di interesse 3 <€ I, questa equazione & formalmente identica
alla (1) con

39:3/4 (n = 3),
/

©) | = He (1)1/4& g

Y

s/

Naturalmente in generale 8 variera entro la configurazione e la legge di
variazione non puo essere ricavata che da uno studio del trasporto di energia.
Allo stato attuale del problema uno studio cosi approfondito sembra prema-
turo; noi supporremo percid che l'approssimazione B = cost sia sufficiente.
In altre parole nelle condizioni in cui ci siamo posti e che equivalgono a

2H . ~
T <« 5-%«~m: 108 &, 0K,

Pmat = NH& <

SH4 . ~
ag/é4 @t =11.53% grcm—3,
noi ammettiamo che il modello politropico relativistico con indice 7 = 3

rappresenti una ragionevole approssimazione per la configurazione di equi-
librio di un corpo di massa molto grande.
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Una difficolta relativa a questo modello & la sua inerente instabilitd
(ved1 Nota II). Il punto di vista che noi vogliamo qui adottare & che tale
instabilitd sia compensata, per esempio, da una (lenta) rotazione assiale e
che, pertanto, possa essere trascurata.

. Dalle equazioni (13) e (14) diIsi trova, ora, indicando con M la massa
osservablle ed introducendo I'espressione (6) di Q,

Mat 3 (_/e_‘)u—a_
p.f 32nG3a \ H B4
)
= 0.1 576 5 —B 9&2
Questa equazione ¢ l'equivalente della ben nota equazione quartica
di Eddington; essa da il valore di B in funzione della massa. In pratica per
tutti i casi che interessano $ puo essere trascurato di fronte all’unita.
La pressione e la temperatura centrali si ricavano facilmente in funzione
del parametro centrale, ¢,. In particolare, eliminando B, si trova per la tem-
peratura centrale /

. 38
¢ 32maG3 (P y'l 91(2
ossia ’
\1/2
(8) T, = 6.84x 1012 g, b2 (20| 0K .

La (8), tuttavia non ¢ un’equazione conveniente per seguire la varia-
zione della temperatura centrale man mano che la densitd centrale di un
corpo. di una data massa aumenta per effetto della contrazione, perché la

A

massa osservabile varia. Pill ragionevole ¢ invece esprimere T, in funzione
della massa propria delle sole particelle materiali, 9p; se invero non c’¢ emis-
sione di materia da parte del corpo, 9o dovrebbe restare costante, perché il
numero totale dei barioni non pud cambiare.

Ora, 917y & data evidentemente da

/QP3/4 r2dr

Vi—=6

2]
?E[JQ*_
(1+39)V1—0

Conviene, percio, definire

2]

o= | - ay
© “ “6/ (Grsali—o
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cosi I’equazione

(10) M = ;—I My
rappresenta la variazione della massa osservabile di un corpo la cui massa
iniziale, corrispondente ad una configurazione di temperatura zero dispersa
all’infinito, ¢ 9o, mentre esso passa attraverso una successione di configura-
zioni di equilibrio corrispondenti al modello adottato.

La temperatura, la densita delle sole particelle materiali, e la pressione
al centro sono, come si verifica subito,

T, = 6,48 X 1012 (92 o O [N )12 0K
(11) pma) = 9,93 X 1018 (p2ay M [N )%2 &B  gr cm—3
P, = 5,52 X 10% (920 O o[OMo)? dyn cm~2,
essendo (B dato dall’equazione quartica
(12) (gm—o/gizzﬂ—: 0,1576 i;B .

1

Conviene conoscere anche la quantitd totale di radiazione nera racchiusa.
Ovviamente I'energia di questa ¢ uguale alla differenza fra la massa propria
ed- 9 moltiplicata per ¢2; ossia

1351

M2 30
E,., — =
: md/<1+3<p>h—e .

(13)
:&%052’
x1
essendo
,&lq
. 3?

I == — __Jdu.
( 4) xg (I+3(P)V1fe e

4. Noi siamo ora in grado di seguire ’evoluzione di un corpo di grande
massa, per effetto della contrazione a partire da una configurazione iniziale
di raggio grandissimo e temperatura zero, attraverso una successione di stati
di equilibrio corrispondenti al modello adottato in queste Note. Questa evo-
luzione ¢ alquanto complicata, perché la densitd centrale cresce assai pili
rapidamente della densita media, a causa della enorme differenza nella con-
densazione centrale per differenti valori di ¢,. Invero, si puo vedere che il
raggio
Mo
Mo

R = 2,955><105% cm

dapprima decresce fino ad un minimo piatto per ¢, = 0,1, ma poi aumenta
di nuovo fino ad un massimo assai acuto in prossimitd ¢, = 0,4, dopo di che
diminuisce ancora.
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Ora tra ¢,=o0,1 e 9, = 0,4, la contrazione della regione centrale
libera dapprima pili energia di quanto occorre per 'espansione degli strati
esterni; ma da ¢, = 0,3 in poi cid non avviene pill e quindi 'espansione deve
verificarsi a spese della energia della radiazione nera. L’evoluzione diviene

e,

N

-
Q.

VI ~NOL

—
(7}

(2]

o N W nNoO N W

—

nNw v\

FUR N | | -
10° grent
&

Fig. 1. — Temperature e densithd centrali per corpi di grande massa.

Le curve a tratto pieno rappresentano la temperatura centrale in funzione della densitd centrale corrispondente alle sole
particelle materiali, per diversi valori della massa iniziale; le curve tratteggiate corrispondono a valori costanti del para-
metro centrale, ¢, cio¢della condensazione centrale. Le linee contrassegnate con CN, g%, He corrispondono alle densita
e temperature per cuisi iniziano lereazioni del ciclo di Bethe, della catena pp e dell'He, rispettivamente (solo indicative).

allora assai difficile da comprendere, se si tiene conto del fatto che, essendo
ora la temperatura del corpo diversa da zero, esso deve perdere energia per
irraggiamentg.

In verita ¢ difficile immaginare un meccanismo per cui le proprietd fisiche
della materia del corpo (opacita, rapporto dei calori specifici, ecc.) in tutti
i punti dell'interno siano proprio quelli richiesti dal modello presente. Al
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massimo si pud percio sperare di ottenere da esso alcune indicazioni gene-
rali circa le possibili configurazioni e l’evoluzione di un corpo di grande
massa.

In quest’ordine di idee ¢ legittimo limitare le considerazioni presenti alle
sole configurazioni con ¢, = 0,1 circa. Il corrispondente andamento della
temperatura centrale in funzione della densita centrale delle particelle mate-
riali, per diversi valori di 91¢g ¢ rappresentato nella fig. 1. Con buona approssi-
mazione si trova che T, cresce proporzionalmente a [p™a)]25 ma per una
certa condensazione centrale, cio¢ per un valore dato di ¢,, le temperature
e le densita dipendono molto fortemente dalla massa 9.

Consideriamo, per esempio, una massa di 10¢9R; la figura 1 mostra
che un corpo di questa massa raggiunge molto presto una temperatura cen-
trale assai elevata. Cio significa che non solo le reazioni termonucleari dell’H
e dell'He, ma anche gli stati altamente esplosivi in cui la materia si trasforma
endotermicamente da una miscela di elementi del gruppo del Fe a quasi
puro He, oppure la produzione di neutrini diviene il fenomeno dominante,
si raggiungono in una fase in cui la condensazione centrale & ancora relativa-
mente piccola. In questo caso ¢ praticamente certo che tutto il corpo esplo-
dera o, pili probabilmente, implodera senza seguire una serie di stati di equi-
librio; il suo comportamento non pud quindi essere previsto dalla presente
teoria, ma ¢ da presumere che la vita media di un corpo siffatto sia assai
breve.

D’altra parte, consideriamo invece un corpo di 108 o 1019 masse solari.
Dalla figura 1 appare che non solo questi stati fortemente esplosivi, ma anche
lo stato corrispondente alle reazioni dell’'He e dell’H vengono raggiunti al-
quanto tardi, quando la condensazione della materia verso il centro & cosi
avanzata che solo una parte assai limitata del corpo viene interessata nei
processi nucleari. Questi ultimi pertanto non possono acquistare mai grande
importanza, ma l'unico agente che determina l’evoluzione di un corpo estre-
mamente pesante (per lo meno durante gran parte della sua vita & la gravita-
zione. Un’identica conclusione & stata raggiunta anche da Fowler ®.

5. Per valutare ’energia totale liberata dal corpo durante la contrazione,
basta osservare che il contenuto attuale di energia ad ogni istante & 9N ¢2,
essendo 9N la massa osservabile.

Questo include automaticamente tutte le forme di energia presenti,
perché, per 'equivalenza fra massa ed energia, tutte le forme di energia
(inclusa l'energia termica) contribuiscono ugualmente alla massa.

D’altra parte, I'energia corrispondente allo stato iniziale disperso & sola-
mente 9o ¢2, perché inizialmente non esisteva radiazione nera o, rispettiva-
mente, se noi.lasciamo che la radiazione si espanda, i fotoni perdono intera-
mente, la loro massa per raffreddamento.

(5) R. FOWLER, « Rev. of Mod. Phys.», 36, 545 (1964).
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In definitiva I’energia liberata &
(15) AE = (913g — 9N) ¢2,

ossia I'energia di legame totale, diminuita della energia propria della radia-
zione.

Introducendo le espressioni di 9 e di 9Ny, si ricava subito

AE = 91, ﬂﬁ‘%ﬂ —
1
<I6> AN
. 54 %1 M1 0
= 179X 10% = - erg,

La Tabella I contiene i valori di oy, py, o, agfoy, € (27 — /ey in
funzione del parametro centrale ¢,. Come si vede il coefficiente (ay — uy)/oq,
diviene negativo per ¢, > 0,03; quindi le corrispondenti configurazioni di
questo modello non sono fisicamente realizzabili, perché bisognerebbe fornire
energia al corpo, per continuare la contrazione. ,

La massima energia liberata (corrispondente a ¢, = 0,03 circa) & presso
a poco I'1,7 % dell’energia di riposo iniziale delle particelle materiali, cio®
circa il doppio della massima energia ottenibile dalle reazioni termonucleari.
Per una massa di 1099k questa equivale a quasi 3 X 108! ergs.

TABELLA 1.

Costanti numeriche per [evoluzione di un corpo di grande massa.

Pc E1fous v p1 a1 agfoy (o1 — p1)/oa
0,001 . 431 45,1 45,2 0,002 0,001
0,002 201 44,6 44,6 0,003 ’ 0,001
0,003 147 44,1 44,1 0,005 0,001
0,01 70,1 40,8 40,9 0,017 0,003
0,03 19,3 33,2 33,8 0,050 0,017
o,I 12,2 19,4 18,8 0,158 neg
0,2 17,3 12,2 11,2 0,271 neg
0,3 ; 41,6 10,1 0,1 0,314 neg
0,4 90,0 12,0 10,9 0,253 neg
0,5 75,9 14,9 14,0 | 0,200 neg
0,7 4;t,7 . 16,4 15,4 2,195 neg
1,0 35,6 15,5 14,5 0,207 neg
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Per ¢, = 0,03 e M = 109 My, si ricava
T,=3.6x107
ptma) —= 1,0 X 10—5 gr cm—3
R = 5,6 x 10% cm.

Probabilmente la temperatura e la densithd sono insufficienti anche per
le reazioni termonucleari dell’H.

6. La luminosita del corpo puo essere stimata se si conosce I'opaciti.
A meno di termini d’ordine superiore, si pud facilmente mostrare invero,
che il flusso totale L, attraverso una sfera corrispondente alla coordinata
radiale » & dato dall’equazione classica

, dP L,
(17) e

dove K ¢ il coefficiente di opacita.
Ora nelle condizioni considerate in questa Nota, l'opacitd & dovuta essen-
-zialmente alla diffusione Thomson. Quindi

k= GN::

dove N, = pm9/@&, H & la densitd degli elettroni liberi (&, essendo il peso
molecolare medio per elettrone), e 6 = 6.7 X 10725 cm? ¢ la sezione Thomson.
‘Sostituendo si ricava

16 me2 H &

L, ~— AF}

d& ’

valida nella regione pilt esterna, dove la densita della radiazione & piccola
rlspetto a quella della materia. In questa regione si trova che, per il modello
presente, &2 (dcp/dﬁ) ¢ praticamente costante e risulta

2 __L e S
d dE - 8 1—0;

Ricordando che A = (2G/c?) 9/, si trova cosi

L ~ 471:5(}%6), M ~
(18)

~ 8.2 X10% &,

o
Lo
©

trascurando 01, di fronte all’unita.

Un oggetto di 109 O, avrebbe quindi una luminositd di X 1013
Lo = 2X10% erg/sec. La corrispondente magnitudine bolometrica & circa
—30e la temperatura effettiva intorno a 50.000° K. La magnitudine vi-
suale ¢ difficile da valutare perché non si conosce naturalmente la correzione
bolometrica. Ma le proprieta dell’oggetto rassomigliano cosi notevolmente
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a quelle che secondo Greenstein e Schmidt ® sono richieste dai dati osserva-
tivi per l'oggetto centrale di 3C 48 e 3C 273, da permettere di considerare
molto incoraggiante il modello qui considerato, malgrado I'evidente carattere
esplorativo di questo lavoro.

Si pud notare, per concludere, che la vita dell’oggetto

AE
L

risulta considerevolmente lunga; circa 5X 108 anni, indipendentemente dalla
massa.

Nel concludere questo gruppo di Note, & per me un vivo piacere ringra-
ziare qui i miei collaboratori, Szamosi, Pacini, Renzini e Setti per molto im-

portanti discussioni, Giannone, Occhionero ed il sig. Martino per il valido
aiuto nei calcoli numerici.

(6) J. GREENSTEIN e M. SCHMIDT, « Ap. J.» I40, 1 (1964).

3. — RENDICONTI 1965, Vol. XXXVIII, fasc. 1.



