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Astronom ia. —  Configurazioni di equilibrio di corpi fortemente 
implosi. Nota III (*} del C orrisp . L iv io  G r a tto n .

1. Nelle due N ote anteriori (1) sono sta te  in tegra te  le equazioni della 
R ela tiv ità  Generale per l ’equilibrio idrostatico  di un corpo a sim m etria sfe­
rica nella ipotesi in cui fra la densità p e la pressione P passa una relazione 
del tipo

dove Q e q ( <  1) sono costanti. L ’integrazione è s ta ta  e ffe ttuata  per i valori 
3/2 e 3 dell’indice politropico

Ino ltre  alcune conseguenze di ca ra ttere  generale sono s ta te  discusse 
brevem ente. Lo scopo di questa N o ta  è di applicare questi risu lta ti a p ro ­
blemi astrofisici.

L ’equilibrio di una stella di neu troni è s tato  discusso fin dai classici lavori 
di O ppenheim er (2) e collaboratori e più recentem ente da Cam eron, Salpeter 
ecc. (3). Ora, si può facilm ente verificare che la semplice equazione (1), con
q =  3/5 e

dà u n ’eccellente rappresentazione della equazione di s ta to  di un gas di neu­
troni a tem pera tu ra  zero, se si trascu ra  l ’effetto delle forze nucleari. D ’a ltra  
p arte  G ra tto n  e Szamosi (4) hanno m ostrato  che l ’effetto delle forze nucleari, 
incluso il cosidetto « nucleo duro », su ll’equazione di sta to  di un gas di b a ­
rioni è certam ente assai piccolo.

P ertan to  i risu lta ti delle N ote I e II per n =  3/2 si possono traspo rta re  
im m ediatam ente al caso di una stella di neutroni. Poiché la discussione non

(*) Nella seduta del 14 novembre 1964.
(1) L. GRATTON, « Acc. dei Lincei, Rendiconti della Classe di Scienze fisiche e naturali » 

(in stampa); queste due Note saranno citate brevemente nel seguito come I e II rispettiva­
mente.

(2) J. R. Oppenheimer and R. Serber, «Phys. Rev,», 54, 540 (1938); J. R. Oppenhei­
mer and G. M. VOLKOFF, « Phys. Rev. », 55, 374 (1939); vedi anche L. D. LANDAU and E.M . 
Lifshitz, Statistical Physics, p. 325 (Trad, inglese), 1959.

(3) A. G. W. Cameron, «Ap, J. », 130, 884 (1959); T. Hamada and E. E. Salperer. 
« Ap. J. », 134, 683 (1961); V. A. Ambartsumian and G. S. Saakyan, « Soviet Astr. -  A. J. », 
(trad.) 5, 779 (1962).

(4) L. G ra tto n  e G. Szamosi, « N uovo Cim. », 33, 1056 (1964).

( 0 ;2 P =  3P +  QP?>
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po rta  alcun elem ento sostanzialm ente nuovo, non è necessario ripetere qui i 
risu ltati; un breve som m ario sarà pubblicato nella comunicazione presen­
ta ta  al Colloquio sulla Cosmologia (Padova, 9-11 settem bre 1964).

2. Più in teressan te è il caso di un corpo di m assa m olto grande, in cui la 
tem peratu ra è abbastanza elevata perché la pressione di radiazione sia molto 
m aggiore della pressione m ateriale e anche il contributo  della radiazione alla 
m assa gravitazionale sia im portan te.

Se N è il num ero di particelle per un ità  di volume, £> il peso molecolare 
m edio ed H ■= 1,6598 X io ~ 24 g r Punità di peso atomico, ad una tem pera­
tu ra  T  non eccessivam ente elevata, di modo che l’energia di riposo delle 
particelle è m olto m aggiore della loro energia cinetica, si ha

(3)
 ̂ P  =  ± aT* +  N/£T , 

ì ?c2 =  aT 4 +  «N  .

Se, ora, definiamo (3 come il rapporto  fra la pressione to tale P e la pres­
sione m ateriale,

(4) ■P =
NVT

i - P

ed osserviamo che se N non è m olto grande, N/èT si può trascurare rispetto  
a (1/3) aT 4, si trova facilm ente

(5) 2 ^ 1 H e 2^2p =  +  —
/ a \l/4 .
(T i ‘

P
(I-P>,1/4 P3M + 3 P ( I  —  p).

Poiché nel caso di interesse (3 <4 i, questa equazione è form alm ente identica 
alla (i)  con

(6)
q =  3/4

ì Q =
tìc2 
■ k

0  =  3).

« f ' o ,  .
3 )  ( I - P ) 1/4

N atu ralm en te  in generale (3 varierà entro la configurazione e la legge di 
variazione non può essere ricavata  che da uno studio del traspo rto  di energia. 
Allo s ta to  a ttu a le  del problem a uno studio così approfondito sem bra prem a­
turo; noi supporrem o perciò che l’approssim azione (3 =  cost sia sufficiente. 
In  altre parole nelle condizioni in cui ci siamo posti e che equivalgono a

T  <  c y  co =  io 13 £> , ° K ,

pmat =  NHw ^  6>4 =  11*5 g r cm~”3,

noi am m ettiam o che il modello poli tropico relativistico con indice n =  3 
rappresenti una ragionevole approssim azione per la configurazione di equi­
librio di un corpo di m assa m olto grande.
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U na difficoltà re la tiva a questo modello è la sua inerente in stab ilità  
(vedi N ota II). Il pun to  di v ista che noi vogliamo qui ad o tta re  è che tale 
in stab ilità  sia com pensata, per esempio, da una (lenta) rotazione assiale e 
che, pertan to , possa essere trascu rata .

3. Dalle equazioni (13) e (14) di I si trova, ora, indicando conM  la m assa 
osservabile ed introducendo l ’espressione (6) di Q,

3 / k 1 — p
32 tu G3 a \ H !

0 . 1 5 7 6 - ^  € * 4 -

Q uesta equazione è l ’equivalente della ben nota equazione quartica 
di E ddington; essa dà il valore di (3 in funzione della m assa. In  p ra tica  per 
tu t ti  i casi che interessano (3 può essere trascurato  di fronte all’unità.

L a pressione e la tem pera tu ra  centrali si ricavano facilm ente in funzione 
del param etro  centrale, cp£. In  particolare, elim inando p, si trova per la tem ­
p era tu ra  centrale

'-p __  3 £8 4 2 1
Ì £ —  3 2  k aG3 Ve ^ 1  9 R 2

T, =  6.84 X 1 0 1 2 ,9 ,^  (— f f 2 °K .

L a (8), tu tta v ia  non è u n ’equazione conveniente per seguire la v aria­
zione della tem peratu ra  centrale m an m ano che la densità centrale di un 
corpo di una d a ta  m assa aum enta per effetto della contrazione, perché la 
m assa osservabile varia. Più ragionevole e invece esprimere T* in funzione 
della m assa pròpria delle sole particelle m ateriali, 91to; se invero non c’è em is­
sione di p rateria da p arte  del corpo, 9ÌZ0 dovrebbe restare costante, perché il 
num ero to tale  dei barioni non può cambiare.

Ora, 0EO è d a ta  evidentem ente da

R

g ru  =  ~  f  Q P 3/4 - =
<2 ' '  Vl— 0

0
M-»

__ m, r  d[L
/ (1 4. 3 9) Vi — 0

ossia

(8)

(7)

9ìl2
vi

(9)
d\x.

(1 -f 3 9) f  i — 0

Conviene, perciò, definire
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così l’equazione

(io) m ,  =  siloV 7 OCl

rappresen ta la variazione della m assa osservabile di un corpo la cui m assa 
iniziale, corrispondente ad una configurazione di tem peratu ra  zero dispersa 
all’infinito, è 0Ro, m entre  esso passa a ttraverso  una successione di configura­
zioni di equilibrio corrispondenti al modello ado tta to .

L a tem peratu ra, la densità delle sole particelle m ateriali, e la pressione 
al centro sono, come si verifica subito,

T c =  6 ,48  X io 12 (cpf ocx 01l o /9R 0)1/2 

.( i l)  p<mat) =  9,93 X IO15 (cp̂ oq 0ÌC0 /0RO)3/2 &P

P , =  S,S2Xlo36(92a ioD1to/0Tlo)2

essendo (3 dato  d a ll’equazione quartica

(9Lo/0L©)26>4(12) 1 — fi
o , i 5 7 6 - ^ X

°K

gr cm ~ 3 

dyn cm- 2 ,

Conviene conoscere anche la q u an tità  to tale di radiazione nera racchiusa. 
O vviam ente l’energia di questa è uguale alla differenza fra la m assa propria 
ed 0Ro m oltip licata per c2; ossia

(13)

essendo

(H )

E rad —- m e 2 39
J  (1 +  3 9) f i — 6 
0

d[i —

_0C2_
ai 0Lo^2,

M'i

a2 =
0

3 9
(1 +  39) Vi — 0

d\L.

4. Noi siamo ora in grado di seguire l’evoluzione di un corpo di grande 
m assa, per effetto della contrazione a partire  da una configurazione iniziale 
di raggio grandissim o e tem peratu ra  zero, a ttraverso  una successione di s ta ti 
di equilibrio corrispondenti al modello ad o tta to  in queste Note. Q uesta evo­
luzione è alquanto  com plicata, perché la densità centrale cresce assai più 
rap idam ente della densità m edia, a causa della enorm e differenza nella con­
densazione centrale per differenti valori di <pc. Invero, si può vedere che il 
raggio

R 2>955 X io 5 "ry
0Lo
0ìlo cm

dapprim a decresce fino ad un m inim o p ia tto  per =  0,1, m a poi aum enta 
di nuovo fino ad un massimo assai acuto in prossim ità <p* =  0,4, dopo di che 
dim inuisce ancora.
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O ra tra  cp, — 0,1 e <pc =  0,4 , la contrazione della regione centrale 
libera dapprim a più energia di quanto  occorre per l ’espansione degli s tra ti 
esterni; m a da cp̂  == 0,3 in poi ciò non avviene più e quindi l ’espansione deve 
verificarsi a spese della energia della radiazione nera. L ’evoluzione diviene

Fig. 1. -  Temperature e densità centrali per corpi di grande massa.
Le curve a tratto pieno rappresentano la temperatura centrale in funzione della densità centrale corrispondente alle sole 
particelle materiali, per diversi valori della massa iniziale; le curve tratteggiate corrispondono a valori costanti del para­
metro centrale, cps , cioè della condensazione centrale. Le linee contrassegnate con CN , p p  , He corrispondono alle densità 
e temperature per cui si iniziano le reazioni del ciclo di Bethe, della ca ten a^  e dell’He, rispettivamente (solo indicative).

allora assai difficile da com prendere, se si tiene conto del fa tto  che, essendo 
ora la tem p era tu ra  del corpo diversa da zero, esso deve perdere energia per 
irraggiamentci.

In  verità  è difficile im m aginare un meccanismo per cui le proprie tà  fisiche 
della m ateria  del corpo (opacità, rapporto  dei calori specifici, ecc.) in tu tti  
i p u n ti dell’in terno siano proprio quelli richiesti dal modello presente. Al
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massimo si può perciò sperare di o ttenere da esso alcune indicazioni gene­
rali circa le possibili configurazioni e l ’evoluzione di un corpo di grande 
m assa.

In q u est’ordine di idee è legittim o lim itare le considerazioni presenti alle 
sole configurazioni con =  0,1 circa. Il corrispondente andam ento della 
tem peratu ra  centrale in funzione della densità centrale delle particelle m a te ­
riali, per diversi valori di 0Ro è rappresen ta to  nella fig. 1. Con buona approssi­
m azione si trova che T c cresce proporzionalm ente a [p̂ mat)]2/5, m a per una 
certa condensazione centrale, cioè per un valore dato  di cpc, le tem perature 
e le densità dipendono m olto fortem ente dalla m assa 0Ro.

Consideriamo, per esempio, una m assa di io4 0R© ; la figura 1 m ostra 
che un corpo di questa m assa raggiunge m olto presto una tem peratu ra  cen­
trale assai elevata. Ciò significa che non solo le reazioni term onucleari dell’H 
e dell’He, m a anche gli s ta ti a ltam ente esplosivi in cui la m ateria  si trasform a 
endoterm icam ente da una miscela di elem enti del gruppo del Fe a quasi 
puro He, oppure la produzione di neutrin i diviene il fenomeno dom inante, 
si raggiungono in una fase in cui la condensazione centrale è ancora re la tiv a­
m ente piccola. In  questo caso è p ra ticam ente certo che tu tto  il corpo esplo­
derà o, più probabilm ente, im ploderà senza seguire una serie di s ta ti di equi­
librio; il suo com portam ento non può quindi essere previsto  dalla presente 
teoria, m a è da presum ere che la v ita  m edia di un corpo siffatto sia assai 
breve.

D ’a ltra  parte , consideriam o invece un corpo di io 8 o io 10 masse solari. 
Dalla figura 1 appare che non solo questi s ta ti fortem ente esplosivi, m a anche 
lo sta to  corrispondente alle reazioni dell’He e dell’H vengono raggiunti a l­
quanto  tardi, quando la condensazione della m ateria  verso il centro è così 
avanzata  che solo una p arte  assai lim ita ta  del corpo viene in teressa ta  nei 
processi nucleari. Q uesti u ltim i pertan to  non possono acquistare m ai grande 
im portanza, m a l ’unico agente che determ ina l’evoluzione di un corpo estre­
m am ente pesante (per lo meno du ran te  gran parte  della sua v ita  è la g ra v ita ­
zione. U n ’identica conclusione è s ta ta  raggiunta anche da Fowler (5).

5. Per valu tare l ’energia to tale liberata  dal corpo du ran te  la contrazione, 
basta  osservare che il contenuto a ttuale  di energia ad ogni is tan te  è 0ìt^2, 
essendo 0Tc la massa osservabile.

Questo include au tom aticam ente tu tte  le forme di energia presenti, 
perché, per req u i valenza fra m assa ed energia, tu tte  le forme di energia 
(inclusa l’energia term ica) contribuiscono ugualm ente alla massa.

D ’altra  parte , l ’energia corrispondente allo stato  iniziale disperso è sola­
m ente 0ìlo c2, perché inizialm ente non esisteva radiazione nera o, risp e ttiv a ­
mente* se noi lasciamo che la radiazione si espandaci fotoni perdono in te ra ­
mente! la loro m assa per raffreddam ento.

(5) R. Fowler, « Rev. of Mod. Phys. », 36, 545 (1964).
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In  definitiva l’energia liberata  è 

(iS) AE =  (S tl0 —■ 9Tt) c2,

ossia l’energia di legame totale, d im inuita della energia propria della radia- 
zione.

Introducendo le espressioni di 0il  e di 0110, si ricava subito

( 16)
AE — 0L O QCj--[LI

a i

=  1 .7 9 x 1 054 —----^ * 0
9K ©

erg.

L a Tabella I contiene i valori di 5i/ax , , o^/oq, e (oq —  fjq)/oq in
funzione del param etro  centrale <p,. Come si vede il coefficiente (oq—  pq)/oq, 
diviene negativo per cp, >  0,03; quindi le corrispondenti configurazioni di 
questo modello non sono fisicam ente realizzabili, perché bisognerebbe fornire 
energia al corpo, per continuare la contrazione.

L a m assim a energia liberata  (corrispondente a 9 ^  0,03 circa) è presso 
a poco P i , 7 %  dell’energia di riposo iniziale delle particelle m ateriali, cioè 
circa il doppio della m assim a energia o ttenibile dalle reazioni term onucleari. 
Per una m assa di io 9 016© questa equivale a quasi 3 X io 61 ergs.

T a b e l la  I,

Costanti numeriche per Vevoluzione d i un corpo d i grande massa.

1 t u a i « 2/ a i ( a i  —  fx i ) / a i

0,001 ; 431 45 ,i 45,2 0,002 0,001

0,00^ 201 44,6 44,6 0,003 0,001

0,003 H 7 44 ,i 44,i ° ,005 0,001

0,01 70,1 40,8 40,9 0,017 0,003

0,03 19,3 33,2 3 3 , 8 0,050 0,017

0,1 12,2 19,4 18,8 0,158 n  e g

0,2 1 7 , 3 12,2 11 , 2 0,271 n e g

0 , 3 41,6 10,1 9 ,i o ,3M n e g

0,4 90,0
1

12,0 IO,9 0,253 n e g

° , 5 | 7 5 , 9 1 4 , 9
1

14,0 0,200 n e g

0,7 44,7 16,4 1 5 , 4 0,195 n  e g

1,0 35,6 15,5 14, 5: 0,207 n e g
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Per <p* =  0,03 e 0TÙ == io 9 0 R O , si ricava 

T , =  3 .6X  io 7 

p(mat) ~  l yg x  10 5 g r cm- 3  

R =  5 ,6 X io15 cm.

Probabilm ente la tem peratu ra  e la densità sono insufficienti anche per 
le reazioni term onucleari dell’H :

6. L a lum inosità del corpo può essere s tim a ta  se si conosce l ’opacità. 
A meno di term ini d ’ordine superiore, si può facilm ente m ostrare invero, 
che il flusso to tale  L r a ttraverso  una sfera corrispondente alla coordinata 
radiale r  è dato  dall’equazione classica

(17)
d  P _  Lr k 
dr 4 tzr2 c

dove K è il coefficiente di opacità.
O ra nelle condizioni considerate in questa Nota, l ’opacità è dovu ta  essen­

zialm ente alla diffusione Thom son. Quindi

& = à N t ,

dove N* =  p(mat) / ^ H  è la densità degli e lettroni liberi (&e essendo il peso 
molecolare medio per elettrone), e or =  6.7 X io ~ 25 cm2 è la sezione Thom son. 

Sostituendo si ricava

L r ~

valida nella regione più esterna, dove la densità della radiazione è piccola 
rispetto  a quella della m ateria . In  questa regione si trova che, per il modello 
presente, £2 (dy/dQ  è p ra ticam ente costante e risu lta

£2 ^  I p.1
^ d i ~  8 1— 0! '

R icordando che A  =  (2 G/c2) ©R/pq, si trova così 

L  ~  4 7ZC G co 0ÌÙ ~
(18)

- 8-2 X I°4 ^ w Le

trascurando 0 i , di fronte afl’un ità.
U n  oggetto di io 9 0Tò0 avrebbe quindi una lum inosità di 5 X io 13 

L 0 ^  2 X  io 47 erg/sec. L a corrispondente m agnitudine bolom etrica è circa 
— 30 e la tem peratu ra  effettiva intorno a 50.000° K. L a m agnitud ine vi­
suale è difficile da valu tare perché non si conosce natu ra lm en te  la correzione 
bolom etrica. M a le p roprie tà  dell’oggetto rassom igliano così notevolm ente
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a quelle che secondo G reenstein e S c h m id t(6) sono richieste dai dati osserva­
tivi per l ’oggetto centrale di 3C 48 e 3C  273, da perm ettere  di considerare 
m olto incoraggiante il modello qui considerato, m algrado l’evidente ca rattere  
esplorativo di questo lavoro.

Si può notare, per concludere, che la v ita  dell’oggetto

AE
T = ~L~

risu lta  considerevolm ente lunga; circa 5 X io 6 anni, indipendentem ente dalla 
massa.

Nel concludere questo gruppo di Note, è per me un vivo piacere rin g ra­
ziare qui i miei collaboratori, Szamosi, Pacini, Renzini e S e tti per m olto im ­
p o rtan ti discussioni, Giannone, Occhionero ed il sig. M artino  per il valido 
aiuto nei calcoli num erici.

(6) J. G reenstein  e M. Schmidt, «Ap. ].», 140, 1 (1964). 3

3 . — RENDICONTI 1965, Voi. XXXVIII, fase. i .


