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Meccanica. — Studio critico del concetto di velocità istantanea in 
Galileo. N ota di P a s c a l D u p o n t, p re sen ta ta0  dal Socio B. F in z i(° .

I. Viene com unem ente afferm ato che il «grado d i velocità » in Galileo 
coincide con la nostra « velocità istantanea ». U na tale affermazione non è 
accettabile, se non sotto talune ipotesi restrittive  che però non vengono ovvia
m ente enunciate da Galileo. È  perciò in teressante indagare quali di tali 
ipotesi, fra le più semplici e spontanee, ci si potrebbe perm ettere di a ttribu ire  
a Galileo. L a presente N ota ha per oggetto una simile indagine.

E  fondam entale, in questo lavoro, l’osservazione che: se un punto mate
riale P percorre una traiettoria rettilinea con moto uniform e , la « velocità g a li
leiana » di P è costante e coincide con la « velocità » costante d i P, come viene 
da noi definita  (2). Il problem a si pone pertan to  solo se il m oto di P, sulla 
tra ie tto ria  re ttilinea, è vario.

Sia s — s (t) l ’equazione del m oto di P, con la convenzione y (o) =  o. 
Im m aginiam o di voler stud iare il m oto di P per t >  o. Secondo Galileo, 
il « grado di velocità », diciamo v(to), di P in un istan te  to , è la velocità costante 
che avrebbe P, da to in poi, in quel certo moto fittiz io  s =  s* (**) (f) identificantesi 
col m oto s ~  s (f) per ogni t  <L lo e che « continui a muoversi » in modo un i
forme da to in poi (3). M a che significa, in un simile enunciato, l ’espressione 
« continuare a m uoversi »? In m ancanza di chiarim enti e precisazioni, si 
potrebbe essere ten ta ti di rispondere: significa « possedere all’is tan te  iniziale 
to del m oto uniform e, la posizione s* (to) coincidente con quella finale s (to) 
del m oto reale in questione nell’intervallo (o , to), e la velocità costante (per 
t  >  to) uguale al grado di velocità z/* (to), che coincide con quello v (to) finale 
del detto  m oto, reale».

E evidente che una tale in terpretazione non è accettabile, risolvendosi 
in un banale giro di parole: sarebbe una petizione di principio ricorrere al

(*) Nella seduta del 12 dicem bre 1964.
(**) Lavoro eseguito nell’am bito del Gruppo n. 25 del Consiglio Naz. Ricerche (Comi

tato  per la M atem atica).
(1) Cfr. p. 751 di Galileo Galilei, D iscorsi. . . intorno a due nuove scienze, a  cura 

di A. Carugo e L. Geymonat, Boringhieri, Torino.
(2) E  opportuno però osservare che Galileo non definisce mai esplicitam ente il con

cetto  « velocità ». A ll’inizio della terza g iornata  dei Discorsi, troviam o una definizione 
rigorosa di m oto uniforme, seguita da qua ttro  assiomi, nel terzo dei quali incontriam o la 
parola velocità, del cui significato non si fa cenno. T u ttav ia , dai D iscorsi (in particolare 
dai prim i sei teoremi della terza g iornata) il concetto di velocità risu lta im plicitam ente defi
n ito  con sufficiente chiarezza per i m oti uniform i e s’identifica con il nostro, salvo, al più 
sotto  l ’aspetto  dimensionale.

(3) Cfr. (V II, 46) (70 volume delle opere galileiane, edizione nazionale, p. 46): «grado 
di velocità, che, se avesse continuato  di muoversi con quello senza più accelerarsi. ..  ».
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m oto fittizio per definire v (to), quando quel m oto non potesse essere c a ra tte 
rizzato che da v (to) stesso. Occorre andare più a fondo.

Ci sem bra di aderire assai s tre ttam en te  al pensiero di Galileo, accettando 
la « velocità galileiana  » v =  v (t) d ’un m oto reale s — s (t), come u n ’idea 
p rim itiva , e considerando il m oto fittizio ^ =  s* (fi) come u n ’en tità ' ausiliaria 
da in trodursi per calcolare effettivam ente il «grado d i velocità » v (to).

A m m ettere l’esistenza della funzione-idea prim itiva v (t), significa p ren 
dere in esame soltanto  quei m oti per i quali noi am m ettiam o la derivabilità 
della s =  s (fi). E  lecito presum ere che proprio per questi m oti, e per questi 
soli, Galileo am m ettesse im plicitam ente, a fianco della (fi), una funzione 
v =  v (fi), funzione che, in u ltim a analisi, noi vogliamo dim ostrare indentifican- 
tesi con la s (fi) , proponendoci all’uopo di dim ostrare che risu lta  /  fio) =  vfio).

L a dim ostrazione, come vedremo, sarà resa possibile dalla fondam entale 
ammissione che v (fi) sia una funzione continua per ogni t  >  o. Q uest’am 
missione è del tu tto  spontanea e in piena arm onia con tu tto  il pensiero gali
leiano, apparendo il principio: « n a tu ra  non facit saltus » come un aforism a 
ovviam ente sottin teso  cui ogni fenomeno reale debba necessariam ente soddi
sfare (4). A ltro  ci sem bra doversi dire (si ricordi che Galileo è più un fisico 
che un m atem atico!) dei m oti che abbiam o chiam ati « fittizi »: non è affatto 
evidente che un m oto im m aginario s — s* (fi), che idealm ente prosegua il 
m oto reale in modo uniform e, a p artire  dall’istan te  to, goda della proprie tà  
che (/), p u r essendo continua in  ogni t à> o, e pur essendo derivabile in  ogni 
t > o  che sia to, risu lti derivabile anche in  to .

Orbene è precisam ente questo che vogliamo dim ostrare: che la s* (t), 
sotto  le ipotesi precedenti, è derivabile in to, cioè che esiste necessariam ente 
s*'(to), che p o trà  poi essere assunto, per definizione, come grado di velocità 
v (to); la derivabilità  in to di s* (t) dovrà dunque dim ostrarsi sotto  le ipotesi 
della con tinu ità  per t  >  o di s* (t), della sua derivabilità per t  ~> o, t^=  to, 
e della continuità , per t  >  o, della v (fi).

2. Indichiam o con J l’insieme di tu tte  le funzioni v =  v (fi) sul semiasse 
t  !> o, ivi continue. Supponiam o poi che J sia in corrispondenza biunivoca 
con un certo altro  insieme I di funzioni .5* —  (fi), sul semiasse t  >  o ,  derivabili
e tali che s (fi) — o. Fissiamo infine un qualunque istan te  to >  o e am pliam o J 
con l’aggiunta di tu tte  le funzioni v* (fi) che, per o < t < t o ,  coincidono con

(4) Per esempio la definizione galileianà del moto uniform em ente accelerato im plica 
un accrescim ento continuo della velocità, ossia im plica che « il corpo passi per tu tti  i gradi 
di velocità e di ta rd ità»  (cfr. p. 757, loc. cit. no ta  1). La teminologia usata  spesso da Ga
lileo, per esempio nel De m otu naturaliter accelerato della G iornata terza dei Discorsi 
(p. 178, loc. cit., nota 1) è quella propria della fisica medioevale: intensio  indica il grado di 
perfezione di una (qualità o proprietà (calore, velocità ecc.) e come tale varia con continuità. 
Ed ancora: non dim entichiam o uno dei tito li di gloria di Galileo, l ’aver ammesso cioè un 
passaggio continuo dal riposo al m ovim ento [cfr. G iornata prim a del Dialogo, dove dim ostra 
che « il mobile partendosi dalla quiete passa per tu t ti  i gradi di velocità senza dim orare 
in veruno » (V II, 46)].
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una v (t) E J, m entre  per t > t 0 , si m antengono costanti (potendo peraltro  
esser discontinue in lo).

C orrispondentem ente am pliam o I con l’aggiunta di tu tte  le funzioni 
continue per t >  o, che coincidono con le :s (t) 6 I per / < / 0 , m entre 

per t  d> to si m antengono lineari.
Indichiam o con J (to) Tinsieme o ttenu to  dall’am pliam ento di J, con I (to) 

quello o ttenu to  dairam pliam ento  di I, ed osserviamo che la corrispondenza 
biunivoca I •<—> J, am m essa per ipotesi, si prolunga ovviam ente in una corri
spondenza biunivoca I (/0) <—> J (*o), quando si convenga che ad ogni s*(t) € I (t0), 
corrisponda quella v*(t) uguale, p e r /> * /o , a d s * '(lo) (costante), e necessaria
m ente a v (t) per o <  t  <  to .

La proprietà , supposta per laV (t), di possedere la derivata  s'(t) ovunque 
sul semiasse t >  o, è l’espressione analitica del fa tto  che il punto  P, anim ato 
dal m oto s =  s (t), possiede, per t >  o, una « velocità » nell’accezione m o
derna del term ine; analogam ente possiamo in terp re tare  il pensiero galileiano 
associando alla a  (t) una funzione v (t) che chiamiamo « velocità galileiana ». 
Il valore v (to) di tale velocità all’istan te  to è il « grado di velocità ». galileiano 
che risulta, sotto  le condizioni poste, uguale alla nostra velocità istan tanea 
/(/o ), come vedremo. Di qui seguirà quindi generalizzando:
L a funzione v ( t) , che in questa N ota vogliamo chiam are «velocità gali
leiana», pur non essendo a priori definita come derivata  s'(t) della s(t ) ,  
non è cinem aticam ente slegata dalla corrispondente j  ( t) . Ci sem bra che sia 
possibile, in arm onia con il pensiero galileiano (5), caratterizzare, dal punto 
di vista cinematico, la corrispondenza I (to) <—> J (to) con la seguente p ro 
prie tà  assai semplice e rifletten te quanto di più spontaneam ente in tu itivo  vi 
è nel concetto di velocità nel suo stadio embrionale:

(G) se, tn  un intervallo (t ' , t"') (con o <1 t r <L V//), due funzion i v\(f ) ,  
V2 (/) di J (to) soddisfano sempre alla limitazione v\ (/) << (t), allora per g li
incrementi A^i =  s± (t")  —  (tf) , =  s2 (t")  —  ( f )  delle s± (t) ed s2 (t)
corrispondenti in  I (to), si ha h,s\ <  A.s'2.

3. Nelle ipotesi fa tte  al n. 2, fissata una funzione s (t) in I, considerate 
tu tte  le 6** (Ci e v* (t) che ad essa possono essere associate, possiamo dim o
strare  m olto sem plicem ente la seguente proposizione di analisi: alla partico
lare v* 00 continua in  to corrisponde, nella I (to) <—► J (to), la s* (t) derivabile 
in to, e quindi tale che s*'(to) ~  v* (to) =  s' (to).

Per la dim ostrazione, d e tta  vo (t) la particolare z/* (t) in discorso, ed so (t) 
la .s* (t) corrispondente, per ogni num ero positivo tj, alle funzioni del tipo v* (t)

\S) Nel Dialogo Salviati (Galileo) dice: « quando voi v ’im m aginate un mobile esser 
più veloce d ’un altro, che concetto vi figurate voi nella m ente»? (V II, 48) e la risposta di 
Simplicio: «Figurom i, l ’uno passar nell’istesso tem po maggior spazio dell’altro , o vero 
passar spazio eguale, m a in m inor tem po » soddisfa pienam ente Salviati. In  questa fase del- 
Levoluzione galileiana, la velocità è ancora concetto assai vago e s’affacciano problemi di 
confronti di velocità.
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definite, per t >  to , come segue: v\ =? +  '?), ^2 =  z'o —  ?J, corrispondono due
funzioni del tipo s* (t), rispettivam ente, per t >  /o : 1̂ =  0̂ (f) +  vj (I —  to), 
S2 =  so (t) —  7} (t — to). Per la continu ità  della v (t) e per la p roprie tà (G) 
inoltre, segue che, in un conveniente intorno destro di to, sarà s i ^ > s 1> S2; il 
grafico di so (t) è perciò tangen te in to ad s. (t) e con ciò il teorem a è dim o
strato . .

Come si vede, la coincidenza del « grado di velocità » galileiano con la 
nostra  « velocità is tan tanea  » si d im ostra senza a ttribu ire  a Galileo speciali 
poteri d ivinatori, m a semplicerfiente attribuendogli la p a te rn ità  delle due 
ipotesi: della con tinu ità  della «velocità galileiana» e quella espressa dal
l’enunciato (G).

Vale anche la pena d ’osservare una differenza fondam entale di m etodo, 
fra Galileo e noi. Per noi la velocità, essendo il lim ite del rapporto  increm entale, 
viene definita in ogni singolo istante: la sua definizione è cioè locale', da essa si 
deduce la velocità funzione del tem po per generalizzazione. Per Galileo, in 
vece, quella che abbiam o chiam ato « velocità galileiana » (se l’analisi critica 
da noi fa tta  sopra m erita  qualche attendibilità) viene concepita come fun
zione, cioè funzione v (f) in grande del tempo, dalla quale poi si definisce 
il «grado di velocità» corrispondente alla nostra «velocità is tan tanea» .


