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Scienze fisiche. —  Una dimostrazione del teorema di Mason rela
tivo a i grafi d i flusso di segnale. N ota di P aolo A iello  e G iovanni 
M arro , p resen ta ta(#) dal Corrisp. G. E v angelisti.

1. Introduzione. -  I grafi di flusso di segnale hanno recentemente as
sunto notevole importanza per il valido ausilio che da essi possono trarre 
studiosi e tecnici, cui sia richiesta la soluzione di problemi riconducibili a 
sistemi di equazioni algebriche lineari.

Com ’è noto, m ediante il teorem a di M ason [1] è possibile effettuare, 
tram ite  deduzioni di ca ra tte re  topologico, la risoluzione del grafo, d e te r
m inando il coefficiente di influenza di qualsiasi segnale sorgente su qualsiasi 
segnale dipendente.

O ltre alla dim ostrazione d a ta  dallo stesso M ason nel 1956 [2], a ltre  ne 
furono proposte successivam ente, fra le quali sono degne di no ta  quelle di 
Coates [3] e di Desoer [4]; esse sono tu tte  caratterizzate  da una notevole 
com plessità e richiedono l ’introduzione di definizioni, che nell’uso corrente dei 
grafi risu ltano superflue.

Nella presente N ota  si espone una dim ostrazione, in cui l’applicazione 
del principio di induzione consente di o ttenere un procedim ento più agile, 
facendo appello unicam ente alle nozioni più elem entari dell’algebra e della 
teoria dei grafi.

2. D im ostraz ione  d e l  te o re m a  d i M ason. -  Si consideri il generico 
grafo di flusso di segnale con un nodo sorgente ed n nodi dipendenti, rappresen
tato in fig. 1.

Con il simbolo x 0 è indicato il segnale sorgente, con x { (i — 1 ,• • - , n) 
il segnale d ipendente relativo al nodo i e con t ik (i =  1 , • • - , n  ; k  =  o , • • •, 
n) il coefficiente del ram o d ire tto  dal nodo k  al nodo i.

Il teorem a di M ason, com ’è noto, perm ette  di ricavare il coefficiente di 
influenza Gio del segnale sorgente x 0 sul segnale x {, m ediante l’analisi di alcuni 
ca ra tte ri topologici del grafo. L a re la tiva  form ula si può scrivere:

in cui
A è il determinante del gra fo , che per definizione è uguale all’un ità , 

meno la som m a dei coefficienti di tu t ti  gli anelli (percorsi chiusi) del grafo, 
più la som m a dei p rodo tti dei coefficienti delle coppie di anelli che non si 
toccano (ossia! che non hanno alcun nodo in comune), meno la som m a dei 
prodotti dei coefficienti delle terne di anelli che non si toccano, e così via; (*)

(*) Nella seduta del 12 dicembre 1964.
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Vio è la som m a dei coefficienti di tu tti  i percorsi dal nodo sorgente 0 
al nodo d ipendente i , ciascuno m oltiplicato per il d eterm inan te  del grafo 
parziale che non tocca il percorso considerato (ossia per il d eterm inan te  del 
grafo che si o ttiene cancellando i nodi appartenen ti al percorso considerato 
e tu t ti  i ram i che ad essi si appoggiano).

Per coefficiente di anello o di percorso si in tende il p rodo tto  dei coeffi
cienti dei ram i rispe ttivam en te  dell’anello o del percorso.

Il grafo rapp resen ta  il sistem a di equazioni
n

(2 ) . Xi =  2  Tik xk (7 = 1  ,• • • , « ) ,k = 0

che è conveniente scrivere, separando i term ini noti,

(3)
avendo posto

(4)

2 *.
k =  1

i k  x k =  * * 1

■ , per i=\= k  ( 2 = 1 , . . . . ,  n ] k  — 1 , • • • , « ) ;
I ----T, , per  i  — k '(* =  ì .

R isolvendo ci sistem a (3) con la regola di Cram er, si o ttiene
n

2 **ko T h
k = l

( 5) T
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in cui

T  è il determ inan te  dei coefficienti del sistem a (3);
T ki è il com plem ento algebrico del term ine tk i.

Ciò premesso, per la dim ostrazione del teorem a di M ason è sufficiente 
verificare l’uguaglianza del num eratore e del denom inatore della (1) risp e t
tivam ente al num eratore e al denom inatore della (5).

Volgendo l’attenzione in prim o luogo ai denom inatori, si d im ostra che 
il determ inan te  del grafo è uguale al determ inante dei coefficienti del 
sistem a (3). L a prova viene condo tta  m ediante il principio di induzione; 
poiché tale uguaglianza è im m ediatam ente verificabile per un grafo con un 
solo nodo dipendente, ci si lim iterà a d im ostrare che essa vale per un grafo 
con n +  1 nodi d ipendenti, qualora sia supposta valida per un grafo con n 
nodi d ipendenti.

Si conviene di indicare con

■p .‘*(*=M ) la som m a dei coefficienti di tu tti  i percorsi dal nodo dipen
den te k  al nodo dipendente 2, ciascuno m oltiplicato per il d eterm inan te  del 
grafo parziale che non tocca il percorso considerato; con

P*v sem plicem ente il d eterm inan te  del grafo parziale che non tocca 
il nodo 2.

Scelto un  qualunque nodo 2, il determ inan te  del grafo si può considerare 
som m a di due parti, l ’una co stitu ita  dai term ini in cui non compaiono i coeffi
cienti degli anelli passan ti per il nodo considerato, l’a ltra  dai rim anen ti te r
mini. Tale seconda p arte  si può esprim ere come l’opposto della som m a dei 
coefficienti di tu t ti  gli anelli passan ti per il nodo 2, ciascuno m oltip licato  per 
il determ inan te  del grafo parziale che non tocca il relativo anello. In fa tti 
l ’opposto del coefficiente di ciascun anello che passi per il nodo 2 viene così ad 
essere m oltiplicato per u n ’espressione pari all’un ità , meno la som m a dei coeffi
cienti degli anelli che non toccano l’anello considerato, più la som m a dei p ro 
d o tti deì coefficienti delle coppie di anelli che non si toccano e che non toccano 
l’anello1 considerato, e così via; in tal modo evidentem ente si form ano tu t ti  
e soli i term ini dello sviluppo del determ inan te contenenti i coefficienti degli 
anelli passan ti per il nodo 2.

Si può p ertan to  scrivere

(6) k =1

in cui, per ciascun coefficiente di anello passante per il nodo i, si è posto in 
evidenza il coefficiente del ram o uscente dal nodo medesimo; questo è lecito 
in quan to  il grafo parziale che non tocca un anello coincide con il grafo p a r
ziale che non tocca il percorso o tten u to  cancellando un ram o dell’anello.

R icordando le posizioni (4), la (6) si scrive più brevem ente

A = Ì X P „ .
k =  l

(7)
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Ponendo invece in evidenza i coefficienti dei ram i en tran ti nel nodo i> 
si perviene in modo analogo all’espressione

(8) A = k = l

Si supponga ora di aggiungere un (n +  i)-esim o nodo dipendente al grafo 
di fig. 1 e di collegarlo in tu t ti  i modi possibili con gli n  nodi dipendenti pree
sistenti e con il nodo sorgente, o ttenendo così il grafo generico con n  +  1 
nodi dipendenti. Si conviene di contrassegnare con un apice i simboli prece
dentem ente in tro d o tti, quando si riferiscano al grafo con n  +  1 nodi d ipen
denti. Ponendo p ertan to

, /  —  per i ^ k  (i =  1 ,. • . +  1 ; k  =  1 ,. • -, n +  1)
(9) tik — \  . 7  , .

\ i — Tt V, per 1 =  k  ( t  =  I , . • n  +  1) ,

il sistem a corrispondente al nuovo grafo si scrive

n 1
(10) S 4 ^  =  T;( a:( (i =  i , ■ ■ ■, n  +  1).

k — 1

L a prova per induzione si conduce supponendo an z itu tto  che il determ i
nan te  (7) del grafo con n  nodi dipendenti sia uguale al determ inan te  dei 
coefficienti del corrispondente sistem a (3), cioè che sia A == T.

N otando poi che nell’espressione (7) sono posti in evidenza i term ini 
della i-esim a colonna della m atrice dei coefficienti, si deduce, per il com ple
m ento algebrico T'n + 1>>- del coefficiente ^  + 1,* del sistem a (io), l’espressione

n
0 0  + 1 ,i tk̂ n +1 P (t =  I , * * * , fì) ,

k = l

in cui il segno negativo del secondo m em bro è u n ’ovvia conseguenza della 
regola 1 del segno dei com plem enti algebrici.

M ediante le posizioni (9) la ( n )  si può porre nella form a

n
0 0  +  1 , i 'jlLà ^ kyti +  1 == P i,n  +  1 0   ̂ ì * ‘ ‘ > •k = 1

D ’altronde il determ inan te  T ',  sviluppato rispetto  ai term ini dell’u ltim a 
riga, si scrive

«4-1
OS) ' . T ' =  ^  t n ^ - l y k ^ n  + l y k /

Sostituendo le (12) nella (13) e notando che

P'w 4* 1, n  4- 1 ” #L  ^  ■ P «  -(- 1, tt +  1 >

si o ttiéne
«4 1
S  t'n ± \ , k  P/É.»4-1 

k =  l
04 )
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e pertan to , per la (8),
T '=  A'.

È  così d im ostra ta  l’uguaglianza dei denom inatori delle (1) e (5).
Al fine di d im ostrare l ’uguaglianza dei num eratori, si consideri l’espres

sione (7), che già si sa essere equivalente allo sviluppo del determ inan te  T; 
non resta  che sostitu ire in essa gli elem enti della /-esim a colonna della m atrice 
dei coefficienti del sistem a (3), già posti in evidenza, con i term ini noti, per 
ottenere il num eratore della (5) nella form a

n

^  T ko yk = 1

che equivale evidentem ente al num eratore della (1), poiché il determ inante 
del grafo parziale, che non tocca un percorso che p arte  dal nodo sorgente, 
è uguale al determ inante del grafo parziale, che non tocca il percorso o tten u to  
dal precedente privandolo del prim o ram o, in quanto  per il nodo sorgente 
non può passare alcun anello.
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