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Geometria differenziale. — Sulla nozione d i vertice d i una super- 
fid e . Nota di G iuseppe V accaro, presentata0  dal Socio E. Bompiani.

I n t r o d u z i o n e .  — Come è noto, si definisce vertice di una curva p iana (B 
di un piano euclideo:

x  =  x  (s) , y  =  y  (s)

dove x  (s) , y  (s) sono funzioni di classe almeno C3 del param etro  (non 
necessariam ente Parco), un suo pun to  P in cui

essendo p la cu rv a tu ra  di 6  in P.
M entre tale nozione di vertice è s ta ta  estesa in vari modi alle curve 

sghembe, solo recentem ente O. Karwowski [1] (1) ha proposto una defini
zione di vertice per una superficie dello spazio euclideo S3.

O. Karwowski, basandosi su alcune nozioni introdotte da P. Szym anski [2], 
quali quelle di cu rva tu ra  di una superficie secondo una direzione, di cu rva
tu re longitudinale e trasversale ed infine quella di derivata  geodetica, in tro 
duce dapprim a la nozione di direzione verticale uscente da un pun to  di una 
superficie come una direzione in esso tangen te lungo la quale si annulla la 
deriva ta  geodetica della cu rv a tu ra  longitudinale e quindi definisce vertice di 
una superficie un suo pun to  tale che ogni direzione per esso sia verticale.

Nella presente N ota m ostro come alla stessa nozione di vertice in trodotta  
da Karwowski si può pervenire in m odo im m ediato ed elem entare sulla base 
di alcune nozioni da me in trodotte  in una N ota del 1955 [3]. In  tale N o ta  ho 
introdotto  il prolungamento d'ordine k di una calotta (2) superficiale del 2° ordine, 
c72, di centro O, di uno spazio proiettivo, rispetto ad una conica C* come la to talità  
degli 002 elem enti curvilinei d ’ordine d ’origine O, ciascuno appartenente

(*) Nella seduta del 12 dicem bre 1964.
(1) I num eri in [ ] si riferiscono alla bibliografia in fine al lavoro.
(2) La nozione di calotta o più in generale di elemento differenziale è dovuta, come è 

noto, al Bompiani. R icordiam o qui la  definizione generale.
D ata  una Varietà differenziabile di classe O  (s >  1) regolare di dimensione n , X n, un 

suo putito O e una sotto  varie tà  subord inata  ad  m  dimensioni Y m (m <  n) pure passante 
per O, di classe Ck (fi <  s) e regolare (h >  1), la classe d'equivalenza costitu ita da tu tte  le 
varietà Y m aventi gli stessi ca ra tteri di Y m a con tatto  d ’ordine h  in O con Y m (ivi inclusa 
la Y m) è, per definizione, un elemento differenziale d i centro (o origine) O, d i dimensione m  
e d i ordine h\ e si indica con <shm .

Per m  =  i l ’elemento differenziale si dice anche elemento curvilineo e si indica con E 7*; 
per m  >  1 , <shm 'si dice anche calotta di dimensione m  e ordine h. In  particolare una calo tta  
superficiale d ’ordine h si suole indicare col simbolo ak om ettendo cioè l ’indice m  — 2.

N aturalm ente l ’am biente può essere uno spazio proiettivo o euclideo.
Per maggiori dettag li sulla nozione di calo tta  si veda E. BOMPIANI [5].
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alla conica definita da un E2 della cr2 ed a p p o g g ia te s i in due pun ti alla conica 
C*. Ho chiam ato ciascuno di tali oo2E k associato all’E2 considerato rispetto aC*.

U n tale prolungam ento non è in generale una calotta: ci si può chiedere 
pertan to  quan ti Ek esso ha in comune con una ca lo tta  d ’ordine k per la a2 data .

Sem pre in [3] ho d im ostrato  così, tra  l’altro, che d a ta  una calo tta  super
ficiale del 30 ordine di centro O , cr3, per ogni generica tangente ad essa in O esi
ste un ben determ inato  E2 il cui E 3 associato rispetto  ad una d a ta  conica C* 
appartiene a cr3.

Ora, se lo S3 am biente è uno spazio euclideo e la conica C* coincide con 
l’assoluto Q, da q u est’ultim o teorem a discende (n. 1) che d a ta  una superficie S, 
per ogni generica tangente uscente da un suo punto O esiste una ben d eter
m inata  sezione p iana avente in O cerchio osculatore a con tatto  del 3° ordine.

C hiam ando tangente circolare in un punto  O di una superficie S, una ta n 
gente ad S in O tale che la sezione normale per essa abbia in O cerchio oscula
tore a con tatto  del 30 ordine si dim ostra (n. 2) che in un generico punto  O 
di una superficie vi sono tre tangen ti circolari.

Le direzioni tangen ti ad S in O norm ali alle tangen ti circolari coinci
dono con quelle che Karwowski chiam a direzioni verticali.

Definiamo quindi (n. 3) vertice di una superficie un suo punto  O tale che 
ogni tangen te in esso sia circolare.

T ale nozione di vertice, che coincide esa ttam en te  con quella in tro d o tta  
da Karwowski, come è m ostrato  al n. 3, ha il vantaggio di una semplice in te r
pretazione geom etrica: in fa tti si può definire vertice di una superficie un suo 
punto  O tale che tu tte  le sezioni norm ali per esso hanno in O cerchio oscula
tore a contatto del 30 ordine.

Sem pre al n. 3, dopo aver determ inato  tu tte  le superficie luoghi di ver
tici, viene d a ta  una condizione necessaria affinché un punto  O di una superficie 
sia vertice per essa.

Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Voi. XXXVII — dicembre 1964

1. E l e m e n t i  d e l  30 o r d i n e  c i r c o l a r i  p e r  u n  p u n t o  d i  u n a  a3. -  D ette  
x , y , z  le coordinate cartesiane ortogonali di un punto  dello S3 euclideo, si 
consideri una superficie S di classe almeno C3 e sia O (x =  y  =  z — o) un 
suo punto . A ssunto il piano tangente ad S in O come piano z =  0 e le tangenti 
di cu rv a tu ra  in O come assi x  ey ,  la S fino all’in torno dej 30 ordine di O (cioè 
la sua ca lo tta  del 30 ordine di centro O) si scrive:

(1.1) z — — (ai x 2 +  a2 y 2) +  —  (a3ox3 +  3 2̂1 x 2y  +  3 a\2x y  +  aosy3) +  [>  3] 

dove:

(1-2)
Ri ’ a2 ~ ~  R2 ’

3 1
<212 =  5 oX R 2

^30 :

<203 :

3 1

dx R i

3

<221

dy R2
. (3)

3 1

dy R7 ’

(3) Per le espressioni di #30, #21, #i2 , #03 si veda [1] p. 153. Si veda anche E. Bom
piani [4], p. 275.
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essendo R i ed R2 i raggi principali di cu rvatu ra  della S in O e dove con 
[ >  3] si sono indicati term ini in x e y  di ordine >  3.

Chiam iam o con a2 la ca lo tta  del 2° ordine C a3 (1.1) e sia:

y  =  Xx  +  [l x 2 +  [ > 2 ]

) z =  — (ai +  a2 X2) *2 +  [>  2]

un suo E2. Supponiam o ai +  «2 X2 =j= o, con che escludiamo gli E2 delle tan- 
genti asintotiche.

Posto per brevità:

C14 ) A  =  — (ai +  ^2 X2) ,

il piano osculatore all’E 2 (1.3) è:

(1.5) X A x  —  A y  +  fx# =  o .

L ’E 3 per TE2 (1.3) ed appartenen te  al cerchio da esso definito è dato  
dalle equazioni, come si verifica subito:

1 y  =  \ X +  pX2 _|_ _ 2y  X3 _|_ [> 3 ]
(1.6) ' '

C  =  A*2 + 7 T ^ 3 +  [ > 3 ] •

Chiam iam o questo E 3 , E3 circolare associato alVE2 (1.3).
Al variare di X e pL le (1.6) definiscono oo2 E 3 che costituiscono il prolun

gamento circolare del ordine della calotta a2 considerata.
U n E 3 (1.6) appartiene alla a3 (1.1) se:

C1 *7) ~  j >2—~ ~  (aso “1“ 3 a2i X +  3 <212 X2 '+  #03 x3).

Quindi se il  pu/nto O non è ombelico (ai =£= ai) si ha che per X generico, ossia 
diverso da o (corrispondente alla tangente di curvatura y  =  o, m a lo stesso 
dicasi per l’a ltra  tangente di cu rv a tu ra  x  =  o) e da ± i  (corrispondenti alle 
re tte  p ro ie ttan ti da O le intersezioni del piano tangente in O alla a2 con l’asso
luto O) esiste un ben determ inato  [x che definisce un E2 il cui E 3 circolare 
associato appartiene a a3 (1.1); precisam ente per X generico, il valore di (x che 
determ ina l’E2 richiesto è dato  da:

(1.8) H =  ■
‘ ( I. +  X2) (<230 -|- 3 <221 X -p 3 <212 X2 -f- #0 3  X3) 

X (ai — ad)

Il piano di un tale E2, posto per brevità:

(i-9) B =  «30 +  3 «21 X +  3 ai% X2 -f- «03 X3
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è dato  da:

—  B (I +  X2)
(1.10) X A x  —  A y  +  — — i----— Z  = '0  .v y  X (ai — ai)

Al variare di X i piani precedenti descrivono un cono di 5a classe [3].
Si ha quindi:
Per ogni tangente in un punto O (non ombelico) di una superficie S, diversa 

dalle tangenti asintotiche, dalle tangenti di curvatura e dalle tangenti che da O 
proiettano i punti di interzione del piano tangente ad  S in O con Vassoluto, passa 
un piano che taglia la superficie in una curva avente in  O cerchio osculatore a 
contatto del 30 ordine.

Osserviam o che in corrispondenza per esempio alla tangente di cu rvatu ra  
y  =  o corrispondente al valore X =  o, l’E2 (1,3) diviene:

y  =  [lx* +  [>  2]

z =  A x 2 -f- [> 2 ]

e l’E 3 circolare ad esso associato diviene:

y  =  [lx2 +  [ >  3]

* — A *2 +  [ >  3] •

È  subito visto per la (1.7) che questo E 3, qualunque sia [l, appartiene 
alla a3 (1.1) se e solo se:

cioè, per le (1.2), se

(1.11)

S ha quindi:
Data una superficie S ed un suo punto O, non esistono in generale sezioni 

piane d i S tangenti in  O ad una delle tangenti di curvatura ed aventi in  O cerchio 
osculatore a contatto del J° ordine; se ne esiste una, tutte le sezioni piane per la 
stessa tangente di curvatura godono della stessa proprietà.

Le superficie z =  f  (x , y)  tali che in ogni loro punto  sia verificata la 
( n i )  sono ben note: esse sono le superficie con un sistem a di linee di cu rva
tu ra  circolari (4); per queste superficie si verifica quindi la seconda a lte rna
tiva del teorem a precedente.

Osserviam o ancora che se il centro O della calo tta  a2 è un ombelico (ai —ai) 
dalla (1.7) si ricava che TE3 (1.6) appartiene alla a3 (1.1) se:

(1.12) B ■= o.

Ijn questa  ipotesi la (1.7) risu lta  identicam ente soddisfatta  e pertan to , 
tenu ta  presente l’espressione (1.9) di B, si ha:

#30 =  O

dx R i =  O .

(4) Si veda per esempio [6].
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Da un punto ombelicale O di una superficie di S3 escono tre tangenti tali 
che tutte le sezioni piane per ciascuna di esse hanno in  O cerchio osculatore a 
contatto del 30 ordine (5).

2. TANGENTI c i r c o l a r i .  -  Se il pun to  O è generico (ai =j= #2), dalla (1.7) 
si ha che il piano (1.10) risu lta  norm ale alla superficie S in O se:

(2.1) <330 +  3 a2i ^ +  3.^12 +  <203 X3 =  o .

Si ha quindi:
Per un generico punto O di una superficie di S3 escono tre tangenti tali 

che le sezioni normali per ciascuna di esse hanno in O cerchio osculatore a con
tatto del 3° ordine (ossia hanno vertice in O).

Chiam eremo circolari tali tangenti.
Karwowski chiam a direzioni verticali quelle delle tangenti ad S ortogonali 

alle tangen ti circorali; esse pertan to  soddisfano alla equazione, posto 0 =  — i/A

(2.2) <230   3 ̂ 21 W2 +  3 <212 <*>---<203 =  o .

(Si confronti con la (2.30) di p. 153 di [1]).
Si osservi, tenendo presente le espressioni dei coefficienti della (2.1) date  

da (1.2), che se una delle cu rvatu re  principali della superficie è costante, l’equa
zione (2.1) ha una radice doppia. Ciò avviene in particolare per le superficie 
sviluppabili, per le quali, come è noto, una delle curvature principali è 
nulla.

L a (2.1) risu lta  identicam ente soddisfatta  se le due curvatu re principali 
della a3 (1.1) sono costànti; se ciò avviene per tu tti  i pun ti di una superficie,

come è noto (6), essa è o una sfera (—- =  ~  .=  cost j o un piano ( ^ -  =  —  =  oj

oppure un cilindro di rotazione -^per esempio =  o , —  =  cost =j-oj- 

Si ha così (confrontare [1] p. 153, teor. I):
Le uniche superficie per cui ogni tangente è circolare sono: il piano, la sfera 

ed il cilindro di rotazione.
Per la discussione sulla realità  delle radici della (2.1) rim andiam o alla 

N ota [ 1 ] di Karwowski.

3. V e r t i c i  d e l l e  s u p e r f i c e .  — Diamo ora la seguente definizione: 
Dicesi vertice di una superficie un suo punto O tale che tutte le tangenti in 

esso siano circolari; cioè tale che tutte le sezióni normali per esso abbiano in  O 
cerchio osculatore a contatto del 30 ordine.

(5) Anche questo teorem a è un caso particolare di quello dim ostrato in [3] p. 6. 
In fa tti il prolungam ento circolare di una a 2 ombelicale, come è subito visto, appartiene ad 
una sfera per essa.

(6) Si veda per esempio [6], pp. 217-21.8.
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D a questa definizione si trae che in un vertice di una superficie deve essere 
identicam ente soddisfatta  la (2.1) e quindi deve essere, tenendo presente 
le (1.2):

(3.1)
3 I __

dx Ri
3 1   3 1

dy R i ’ dx R2
3 1 __

dy R 2

Q ueste condizioni, che coincidono con quelle date  da Karwowski, per
m ettono di afferm are che se una superficie è luogo di vertici, deve avere 
en tram be le cu rvatu re  principali costanti e quindi, in base a quanto  detto  
alla fine del num ero precedente:

Le uniche superficie luoghi di vertici sono il piano , la sfera ed il cilindro 
di rotazione.

Osserviamo ancora, analogam ente a quanto  si trova in [1], che poiché:

(3-2) K = I
Ri "R2

essendo K la cu rv a tu ra  to tale  (gaussiana) della superficie, se sono verificate 
le (3.1) si ha:

(3-3)

e si ha quindi il teorema:
Condizione necessaria perchè un punto O di una superficie sia vertice è 

che in esso si annullino le derivate prime della curvatura gaussiana.
Se la superficie e sviluppabile (K =  o), le (3.3) sono identicam ente soddi

sfatte e le (3.1) dànno:

(3 4 )
3 Tj 3 j  r

~3F h  =  °  ’ 1 7 h  =  0 -

essendo H =  — ( ~  4  — j la cu rvatu ra  m edia della superficie.

Per alcune conseguenze delle (3.3) e (3.4) e per la ricerca dei vertici di 
alcuni tipi particolari di superficie rim andiam o al lavoro [1] di Karwowski.

B i b l i o g r a f i a .

[1] O. Karwowski, Vertical lines and  poin ts o f  a surface, «Annales Polonici M athem atici »,
X IX , 141-168 (1964).

[2] P. Szymanski, K rzw izna wektorowa, I, II, « Sesz. Nauk. P. W. », 25, Geodezja nr. 2
(1956).

[3] G. Vaccaro, Sulle calotte superficiali dello spazio a tre dim ensioni, « Rend, di M at. e
delle sue applicazioni», ser. V, voi. XIV, fase. 3-4, 525-532 (1955).

[4] E. Bompiani, Some Extension o f  M eusnier and  E u ler Theorems, «Tensor » (New Series),
14 , 268-276 (1963).

[5] E. BOMPIANI, N uovi en ti geometrici: pseudo elementi differenziali, « Rend. Seminario
M atem atico e Fisico di M ilano», X X X III, 236-255 (1963).

[6] H. Guggenheimer, D ifferentia l Geometry, M cG raw -H ill Book Com pany Inc. (1963).


