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Topologia. —  Omologia a coefficienti in un fibrato (#). Nota di G iu
l ia n o  S o ra n i e M ic h e la n g e lo  V accaro , presentata (* (**)#) dal Corrisp. 
E. M a r t in e l l i .

In  questa N ota  ci proponiam o di in trodurre  una teoria delPomologia 
singolare a coefficienti in un fibrato m odulare F (ved. 1.1) o, in particolare, 
in un fascio di m oduli. Ciò risponde, in qualche modo, alla esigenza di una 
teoria delPomologia p resen tan te  una generalità  confrontabile con quella 
della coomologia a coefficienti in un fascio, pu r differenziandosene per l’im po
stazione.

L ’omologia che presentiam o com prende come caso particolare, so tto  
opportune ipotesi per lo spazio base X, Pomologia singolare a coefficienti 
locali (ved. per esempio H ilton—W ylie [5]). Ciò viene di fa tto  m ostrato  in 2.4 
nel caso in cui lo spazio X è separato  e localm ente sem plicem ente connesso. 
Più in particolare, se F  è un fascio costante, Pomologia in questione si riduce 
a ll’ordinaria omologia singolare.

Per Pomologia così in tro d o tta  stabiliam o l’esistenza di una successione 
esa tta  di omologia associata ad una successione esatta di una categoria ab b a
stanza generale di morfismi di fibrati, e precisam ente quella degli X-m orfism i 
di fibrati « bifocalm ente banali » (ved. 2.2), tra  i quali per esempio rien trano  
come caso particolare quelli dei fasci di m oduli.

Il caso delPomologia o-dim ensionale viene tra tta to  a p a rte  e in d e tta 
glio, dandone una in terpretazione come lim ite indu ttivo  di tipo generale 
(ved. G rothendieck [4]). N otiam o infine che Pomologia r id o tta  non am m ette  
questa generalizzazione.

1. -  Omologia a coefficenti in un fibrato.

i . i .  L a  categoria &x degli fL -m orfism i d i fibra ti modulari. -  Sia X uno 
spazio topologico. Dicesi fibrato anulare su  X ogni fibrato gruppale A = A —-> X 
(«group bundle»: ved. G rothendieck [3]) abeliano e do ta to  di una ulteriore
legge di composizione data da un’applicazione continua A X A -> A tale che

x
per ogni x  e X, la sua restrizione alla fibra A x corrispondente m unisca A* 
di una s tru ttu ra  di anello.

U n  fibrato anulare si d irà unitario  se Panello su ogni fibra A x è do ta to  
di u n ità  1* e la sezione x  ix è continua.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca matematica del C.N.R.
(**) Nella seduta del 12 dicembre 1964.
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D efin iz io n e . -  Direm o fibrato modulare a sinistra (o a destra) F su X  
V assegnazione dei seguenti d a ti:

i° un fibrato gruppale abeliano M  =  M — X,
2° un fibrato anulare unitario  A == A -^ ->  X,
1° un X -m orfism o d i fib ra ti A x M - - > M  tale che, per ogni x  e X, la

lim itazione m /A x X M x dia ad  M x una struttura d i modulo a sinistra (o a destra).
Chiam eremo X -m orfism o a : Fi -* F2 di fibrati m odulari ogni coppia di 

X-m orfism i

9 : Ai A2 , ^ : M i M2

dei rispettiv i fibrati anulari e g ruppali abeliani, tali che, per ogni x  e X, diano 
luogo ad u n ’applicazione lineare corrispondente. Indicherem o con la ca te
goria degli X -m orfism i di fibrati m odulari.

ESEMPIO i. -  / /  fascio  d i m oduli dei germ i d i un prefascio d i moduli.
Sia {F l t , pU} un prefascio di m oduli (per esempio a sinistra) su X (o 

a-m odu lo : ved. G odem ent [2]) ed {Au ,9 ^ }  , {M u , ^  j i rispettiv i prefasci 
di anelli e di gruppi abeliani su X. Siano A = A ~ ~ >  X e M — M -£->  X i 
fasci dei germi di tali prefasci e si definisca il p rodotto  A x  M M nel modo 
seguente. x

D ati due germi a e p., rispettivam ente di A e di M, sullo stesso punto  
x e X ,  sia U  un aperto X sul quale oc e fi, am m ettano due rispettiv i rappresen
tan ti a\j e m u . L  elem ento % w u 6 M u  individua su X un germe che diremo 
i l  prodotto dei due germi a eqx. Q uesta definizione è consistente in base 
all’ipotesi che { F u ,pU} sia un prefascio di moduli.

Il fascio di m oduli costitu ito  dal fascio di gruppi abeliani dei germi del 
prefascio di gruppi abeliani {Mu, ^v}> dal fascio di anelli dei germi del 
prefascio di anelli {Au , 9^} e dal p rodotto  ora definito, è un fibrato m odulare 
(a sinistra) su X.

E sempio 2. -  I l  fibrato modulare dei germ i d i un prefascio d i m oduli 
topologici.

U n prefascio cF di m oduli topologici è per definizione un prefascio su X 
che ad ogni aperto  U  associa un modulo topologico Mu su un anello topologico 
A u . (con l’operazione esterna continua) e a ogni diade (U ,V) di aperti di X 
una corrispondente applicazione lineare,

< p U ^ { < : A u ^  A v , [AU : M u ^  M v }

con oĉ  e [jl̂  continue.
Si consideri [2] l’d -m odu lo  dei germi di cF privato  della topologia 

usuale e do ta to  invece, sia per il fibrato gruppale abeliano, sia per il fibrato 
anulare, della s tru ttu ra  topologica, descritta  in [1] per il funtore Ger, defini
bile come la più fina per cui sono continue tu tte  le applicazioni

M u X U -> M  (U aperto di X)

che a {mu , u) {mu eM u , u e U )  associano il germe, del prefascio 0ìc dei moduli 
di et, di centro u  e rappresen ta to  da mu  (e analogam ente per il fibrato anulare).
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Si verifica facilm ente che tu tte  le operazioni algebriche coinvolte risul- 
tano continue rispetto  a questa topologia e di conseguenza si t ra t ta  di un 
fibrato m odulare. Questo esempio si riconduce al precedente nel caso in cui 
tu tti  i m oduli topologici hanno la s tru ttu ra  topologica discreta sia per il 
gruppo abeliano che per Fanello.

1.2. I l  fun tore  Sw delle catene singolari. -  Assumiamo come simplesso 
standard  ^-dim ensionale sn (n > o ) il sottospazio dello spazio euclideo En+1 co
stitu ito  dai pun ti t  = ( / i , • • •, 4+ i) soddisfacenti le condizioni tifi- • • • fi-tn+1=  1, 
ti > 0  (i = 1  • - , n  +  1).

Sia F -  (A , M) un fibrato m odulare su X. Ogni applicazione continua 
an : sn -> M dicesi un simplesso singolare di F. Dicesi base di un simplesso 
singolare an di F il simplesso singolare pGn dello spazio X.

D ato  un simplesso singolare j n di X di dimensione n >  o, sia M.^n l’in 
sieme dei simplessi singolari ^-dim ensionali an di base t n. Si definisca in M x» 
una s tru ttu ra  di gruppo abeliano m ediante la formula

O l +  <*2) (0. =  (0  +  (0  (G1 ’ G2 e M xn , t  e

il risu lta to  essendo ovviam ente un simplesso singolare Gnx fi- g™ di M x« .
Si consideri a parte  l ’anello T (X , A) delle sezioni continue globali del 

fibrato anulare A e si definisca il p rodotto  % • a* (an e M x« , \  e F (X , A)) 
m ediante la form ula

( 5  • <Jn )  0 0  =  ?  (p(5n (f)) • a "  (t) (t <E s*)

il risu lta to  essendo ovviam ente un simplesso singolare Z,-Gn di M n.
M %n , m unito di queste s tru ttu re , è un modulo sull’anello F  (X , A), che 

indicherem o con S x«.
D efin iz io n e . -  I l  modulo

S* (X  , F) =  ® Sx*
xn

s u l l  anello F (X , A) si dirà il  modulo delle catene singolari n—dimensionali d i 
X a coefficienti nel fibrato modulare F.

Diremo ora fun tore delle catene singolari n—dimensionali d i X il funtore 
Sn ( X  , ) definito sulla categoria che ad ogni X—morfismp di fibrati
m odulari

a : Fi -> F2

associa l’a:pplicazione lineare

S" (X , oc) : S* (X , F i) -> S" (X , F 2)

in d o tta  dalla composizione dei simplessi singolari di F i con l’applicazione 
continua di oc.
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Lemma i . — I l  fun tore  S” (n ~> o) è esatto a sinistra.
Dimostrazione. — Sia

0 —

una successione e sa tta  di X-m orfism i della categoria §x • M ediante S” se ne 
deduca la successione

o -----► S» (X , E) — L  s* (X , F) S” (X , G) in >  o)

con a” =  S" (X , a) , p” =  S” (X , p). L ’applicazione lineare oc” è in ietti va
in quanto  è in d o tta  da una applicazione continua in iettiva . Sia inoltre 
cn E Sn (X , F) un elem ento di K er P”. Poiché ogni simplesso di cn è po rta to  
da p in un simplesso sulla sezione nulla di G, la sua im m agine è contenuta in 
lm  a. e quindi si ha cn E \m  oc”. Essendo d ’altra  p arte  P” oc” =* o, il lemma è 
dim ostrato.

Non è d e tto  in generale che S” sia un funtore esatto .

1.3. M oduli d i omologia a coefficienti in  un fibrato modulare. — D ato  un 
fibrato m odulare F — (A , M), sia cr” un qualunque simplesso singolare di F. 
Dicesi bordo di <7” la catena (n -— 1 )—dimensionale

( © (—  1)* an.~ l per n  >  1 
dan =  < l

( o per n — o

ove (sn.~x indica la i - sima faccia del simplesso cr” definita al m odo usuale.
D a ta  una catena singolare cn E S” (X , F), dicesi suo bordo la catena 

singolare ( n — 1) -dim ensionale dcn definita come la somma delle ( n —  r e c a 
tene bordo dei suoi simplessi. R esta con ciò definita l’applicazione lineare

aw: S ” ( X , F ) - > S ”- i ( X , F )  ( ^ > 1 )

e il complesso discendente S* (X , F):

--------- ► S" (X , F) S”- 1 (X , F) -  •   ► S° (X , F) — » o .

Si può porre quindi la seguente
D e f in iz io n e . — Dicesi n—simo (n >  o) modulo d i omologia dello spazio X, 

a coefficienti nel fibrato modulare F, i l  modulo'.

H„ (X , F) =  Hk (S* (X , F)) =  K er ^

sulVanello E (X , A) delle sezioni continue globali del fibrato anulare A d i F.
L ’omologia così definita è non ridotta. A meno che lo spazio M delle fibre di 

F non sia un p rodo tto  topologico, non si può definire, in generale, una omologia 
rido tta .
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2. -  A lcu n e  proprietà d e l  modulo H„ (X , F).

2.1. Interpretazione del modulo H0 (X , F). -  Sia F =  (A , M) un fibrato 
m odulare su uno spazio X, sia (x  ,y )  una coppia di p un ti di X ed |M ^ |  l’in 
sieme delle lc-com ponenti (com ponenti linearm ente connesse) dello spazio 
delle fibre M, tali che le loro proiezioni in X contengano sia x  che y .

Le operazioni di som m a in M e di somma e prodo tto  in A, essendo con
tinue, inducono una corrispondente s tru ttu ra  di m odulo per | | sul
l’anello r  (X , A). Indichiam o con Fxy tale modulo.

Consideriam o ora il sistem a di applicazioni lineari

{< £  ’ “> Fy y  } x , y  e  X

ove ogni 9% applica ogni lc-com ponente elem ento di Fxy in se stessa come 
elem ento di F ^ .

Nella categoria delle applicazioni lineari indichiam o con

H.== lim. ind. {<?%}x,y e x

il modulo lim ite indu ttivo  (ved. G rothendieck [4]) del suddetto  sistem a. Sia

{ 9 x y  : F x y  -> ^ t } x , y e X

la fam iglia di applicazioni lineari re la tiva a tale limite.
Proposizione 1. -  S i  ha Visomorfismo'. H 0 (X , F) =  X.
Dimostrazione. -  Consideriam o la famiglia di applicazioni lineari

{ P x y : F Xy  -> H 0 (X , F) } x , y e  X

ove ogni pxy associa ad ogni lc-com ponente elem ento di Fxy la classe di 
o-cicli ind iv iduata  da un punto  qualsiasi di tale componente. Il sistem a di 
applicazioni { pxy} individua, nella categoria delle applicazioni lineari, l’appli
cazione

p H 0 (X , F).

M ostriam o che l’applicazione lineare p è un isomorfismo facendo vedere 
che essa am m ette  u n ’inversa p '1. Consideriamo in fa tti la seguente applica
zione lineare

p : S° (X , F) -> X

definita come quella che associa ad ogni catena di S° (X , F) la classe di equiva
lenza di X cui appartiene l ’elem ento della somma d ire tta  © F ^  individuato  
dai singoli p un ti della catena considerata. x,y

Ogni o -ca ten a  di F è sem pre un ciclo ed è costitu ita  da un num ero finito 
di p un ti a basi d istin te. L ’alterazione per uno o—bordo si può eseguire per ite 
razione utilizzando il bordo di un i-sim plesso singolare alla volta e consiste:

a) nell’aggiunta o soppressione di una coppia di p un ti opposti;
b) nella sostituzione di un pun to  con un altro  punto  della stessa lc-com 

ponente.
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Ne segue che l’applicazione p è costante sulle classi di omologia di 
S° (X , F). E allora possibile definire l’applicazione lineare quoziente:

P -1 : H 0 (X , F) -> X

che, come è im m ediato verificare, è l’inversa della p. Ciò prova la proposizione 1 .
Osservazione -  U n caso particolare notevole si ha quando le lc-com po- 

nenti di M hanno come proiezioni sullo spazio base X a ltre ttan te  lc-com po- 
nenti di X. In  tale caso, per ogni lc-com ponente L di X tu tti  gli Fxyy con 
x  , y  e L, sono fra loro isomorfi e si possono indicare con F L . Ne segue l’isomor- 
fismo:

H 0 (X ,F ) ^  © F l .
L

2.2. I  fibrati bilocalmente banali e i  loro m orfism i.
D e f in iz io n e . -  Un fibrato  F == F X si dice bilocalmente banale 

(blb—fibrató) se per ogni punto f  del suo spazio delle fibre F  esistono: 
bi) un intorno U ^ C  X della proiezione p f \  
b2) uno spazio topologico Ky;
bs) una immersione i  : U^y X K y -> F tale che I m i  sia un intorno 

U / di f  e tale che, indicata con ^1 : U ^ x K y - >  X la prim a  proiezione coor
dinata del prodotto X Ky, considerata verso tutto X,  si abbia p x =  pi.

Gli in torn i U y ( / e F )  del tipo suddetto  si diranno gli intorni coordinati 
dei pun ti dello spazio F delle fibre.

D e f in iz io n e . -  Siano  E ~  E X , F — F ’- - ^  X due blb-fibrati. 
U n "fi—morfismo oc : E -> F, dato da un'applicazione continua oc : E F  con 
qcL ~  p , si dice un blb-morfismo se per ogni e e E esiste una coppia d i intorni 
coordinati

u ,  =  i (U *  X KO , U ae =  i QJqae X K J)

tali che la lim itazione a |U /. U *-> F^ sia un omeomorfismo d i U e su U ae in 
dotto da un omeomorfismo del tipo a : Ka*.

D e f in iz io n e . — Un fibrato modulare F — (A , M) si dice bilocalmente 
banale quando 1 due fibrati A ed M sono entrambi bilocalmente banali e tutte 
le strutture algebriche presenti sono date da m orfism i bilocalmente banali. 
Esso si dirà un blb-fibrato modulare.

Gli X—morfismi di b lb -fib ra ti m odulari, consistenti in una coppia di 
blb-m orfism i dei rispettiv i fibrati anulari e gruppali abeliani, saranno chia
m ati blb-m orfism i d i fib ra ti m odulari e la loro categoria sarà indicata con &x,òtb-

L a categoria $x,bib è una sottocategoria della categoria . .In essa si 
può ovviam ente parlare  di successioni esatte.

Osservazione. -  T ra  i fibrati bilocalm ente banali rien trano , in modo ovvio, 
i fasci ed i fibrati localm ente banali.

2.3. Successione esatta d i omologia associata ad  una successione esatta 
corta della categoria $x ,m • — In  questo num ero proverem o la seguente

Proposizione 2. -  Sia
o F  -> F F" -> o
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una successione esatta corta della categoria $x,òib • A d  essa si può associare una  
successione esatta d i omologia del tipo\

...... - > H W( X , F )  H w (X , F) H n (X , F") ->

H„_i.(X , F ' ) - >  . • • • -> H 0 (X , F") -> o.

L a dim ostrazione sarà fa tta  in base ai seguenti lemmi.
D a ta  una catena singolare G* e un intero h , indicheremo con Bh cn la catena 

singolare o tten u ta  som m ando le catene singolari derivanti dal frazionam ento 
baricentrico, fa tto  h volte, dei singoli simplessi di cn.

d^EMMA 2. -  S ia  oc — (9 , : F i -> F2 un blb-morfismo d i  fib ra ti modu
lari e cn una catena del fibrato  F2 tale che la riunione delle im m agini dei suoi 
simplessi sia contenuta nelV immagine d i Esiste allora un intero h tale che la 
catena W1 cn sia contenuta nelV immagine d i (X , a).

D im ostrazione . -  Poiché il sirhplesso standard  sn è uno spazio m etrico 
com patto, per ogni simplesso <jn di cn esiste un  intero k  tale che la limitazione 
di an ad ogni simplesso del frazionam ento baricentrico, fa tto  k  volte, di 
abbia l ’im m agine con tenu ta  in un in torno coordinato U m2 di M2 tale che 
esista un intorno coordinato U m di M i con Ì>Umi =  tX»2. Preso h =  m ax k  il 
lem m a è d im ostrato . <snecn

Sia ora
o — » F ' F  f "  — >• o

una successione esa tta  corta della categoria L ’esattezza a sinistra
del fun tore S n perm ette  di scrivere la successione esa tta  corta

o S* (X , F ') -£-► S” (X , F) — * Im  g ” — > o (n >  o)

con g n == S n (X ,g).  Poiché, come è im m ediato verificare, il bordo di una 
catena di l m g n (n >  1) è un elem ento di I m ^ " 1, si può scrivere il com
plesso discendente

• • • -> I m ^  -»• l m g n~1 - > • • • - >  Im  g° o

che denoterem o con Im  g*. Si ha quindi la seguente successione esa tta  corta 
di complessi discendenti

o ->  S* (X , F ') -> S* (X , F) -> Im ^ * ->  o.

Ne segue la successione e sa tta  di omologia:

: * ' -  H . ( X  , F ') H n (X , F) H„ (Irti**) ->

H«_i (X , F ') ••• -> H 0 (Irn^-*) -> o.

LEMMA 3. -  Per n >  o, si ha Visomorfismo H n (Im^**) ^  H„ (X -, F " ) . 
D im ostrazione . Consideriam o l’applicazione lineare

in d o tta  dall’im mersione Im g n -> S n (X , F"). Per stabilire l’isomorfismo 
occorrerà m ostrare che la ^ è b ije ttiva .
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Proviam o dapprim a che la ^ è su jettiva . In fa tti dato  hn e H „ ( X ,  F") 
&zn £ h n, in v irtù  del lem m a 2 esiste una potenza BA z n con tenu ta  in Im  g n 
ed inoltre la form ula

Bhz n — zn =  3^ ^ B rzn ,
r

ove k  è il noto operatore di omo topi a, m ostra che B hz ” appartiene alla stessa 
classe di omologia di z n ed individua p ertan to  una classe 1 g H „ ( I m ^ )  con 
<\>hn =  hn .

Proviam o ora che la ^  è in iettiva . In fa tti dati z* G V„ e H„ (Im  g*) 
(1 =  1 , 2), sia y“ =  —  Si • R isu lta y"G Im g n, m a y” può non essere bordo di
una catena di I m ^ w+1. Sia {y»} cH „  (Im ^*) la classe di omologia di yM e sia 
4* { Y” } la classe corrispondente in H„ (X , F”). Supponiam o ora che sia 
4* { l n } =_o. Si ha allora y« =  3^ +1 con C +1G SM+1 (X , F") .

Sia B l ’operatore di frazionam ento baricentrico parziale delle catene 
lasciati te il loro bordo inaltera to . Poiché la riunione delle im m agini dei 
singoli simplessi di C*+1 è com patta  esiste una potenza finita By di B tale che 
ByC +1 g Im ^ " +i . Ne segue { y" } =  o e quindi l’in ie ttiv ità  della 4*-

R esta  con ciò d im ostrato  il lemma in questione e la proposizione 2.

2.4. I l  caso dell'omologia singolare a coefficienti locali. — Ricordiam o 
(cfr. H ilton-W ylie  [5]) che Pomologia singolare H* (X , { G }) a coefficenti 
locali è definita a p a rtire  da un sistem a locale di gruppi { G } — { G* ,/p  }, 
consistente nell’assegnazione di un gruppo abeliano G* per ogni pun to  x  di 
un dato  spazio X e di un isomorfismo / p : Gp «j) -> Gp (i) per ogni cammino 
P : I -> X, tale che la fam iglia {/p} sia costante sulle classi di om otopìa 
vincolata agli estrem i.

Supponiam o lo spazio X separato  e localm ente sem plicem ente connesso 
e consideriam o il fibrato gruppale abeliano su X il cui spazio delle fibre è dato  
dall’insieme |M [  =  2 T G * | con la s tru ttu ra  algebrica delle fibre G* e con

X

la seguente s tru ttu ra  topologica. Si consideri la fam iglia di applicazioni

{ ^ : I - > | M | }

con [i cam m ino qualunque di X e g  G Gp (0), ognuna definita ponendo (t) =  
— f$ t (g ) ,  ove (3, è il cammino definito da

P<0) =  P O  — t)s) (-fel).

L a topologia di M sia allora la più fina per cui ognuna delle £,ptg è con- 
tinua.

Per ogni g  e | M | ed ogni intorno aperto sem plicem ente connesso U  pg 
della proiezione pg  di g  in X, l’insieme dei secondi estrem i dei cammini 
di M uscenti da g  e tali che la loro proiezione sia con tenu ta in Upg risu lta  un 
in torno di g  in M in corrispondenza biunivoca con Upg. D a ciò segue che lo 
spazio delle fibre M è separato.



G. SORANI e M. Vaccaro, Omologia a coefficienti in un fibrato 395

M ostriam o che u n ’applicazione p : I -> M, non appartenen te alla famiglia 
{? } m a tale che pp sia un camm ino di X, non è continua rispetto  alla topo
logia che si è in tro d o tta  in | M |.

In fa tti sia t0 l’estrem o inferiore dei valori di t  per cui il cammino 
G =  %pq,q(0) > di base pp  e prim o estrem o p (o), assume valore diverso da 
quello di p. Poiché M  è separato  risu lta  p (t0) =  a (tQ)\ ne segue che un intorno 
di p (V0), che sia in corrispondenza biunivoca con la sua proiezione in X, è 
tale che la sua controim m agine rispetto  a p contiene il punto  t0 . Poiché tQ è 
punto  di accum ulazione di p un ti non appartenen ti a ll’intorno, ciò prova che 
l’applicazione p non è continua.

Sia F =  (A , M) il fibrato m odulare sul fibrato anulare costante prodotto  
topologico di X per l’anello J degli in teri con la topologia discreta, in cui M 
sia il fibrato gruppale abeliano ora costruito. È  facile m ostrare che, per ogni 
n, si ha:

(X , F) H„ (X , { G }).

In fa tti da quanto  precede è im m ediato verificare che i rispettiv i complessi 
delle catene singolari sono isomorfi.
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