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S alvatore Cherubino, Trasformazione dei coefficienti tecnici .3*1

Econom ia matematica. —- Trasformazione dei coeffixienti tecnici(#). 
N ota di S alvatore C h er u b in o , presentata (*#) dal Socio B. S e g r e .

Le trasform azioni considerate si riportano  sui vetto ri delle produzioni 
dei prezzi ed altri, rispecchiando il cosiddetto sistema dei prezzi dell’economia. 
Il quale po trebbe più esa ttam en te  dirsi « presentazione del vetto re p ro ­
duzioni-prezzi di un sistem a economico » e di altre  coppie di vettori.

Q ueste trasform azioni lasciano invaria te  alcune grandezze significative 
del sistem a economico e quelle che dipendono essenzialm ente dai tassi di p ro ­
fitto  e dai fa tto ri del progresso scientifico-tecnico.

Le p roprie tà  o tten u te  séno collegate con alcune notevoli m a semplici 
osservazioni premesse e con la nozione di o ttim o.

i. Sia a la m atrice dei coefficienti tecnici di un sistem a economico ad n 
settori; X , p  i v etto ri della produzione lorda e dei prezzi di costo netti; Y , Z 
quelli dei consumi e dei costi di fo rza-lavoro  necessaria per produzione u n i­
ta ria  in lorda ciascun setto re  verificatosi in un intervallo  di tem po (o , t\). 
Valgono le seguenti disuguaglianze caratteristiche:

(1) [ I —  a ] X _ 1 ^ Y _ 1 ; p [ I — a ] ^ Z .

Si consideri la produzione lorda o tten u ta  aggregando gli n setto ri 
secondo le in tensità  date  dagli elem enti del vetto re positivo o sem ipositivo 
X ='(Xi , X2 , • • •, X„) ed il prezzo n e tto  corrispondente:

(2) X[I — «] X _ x ^ X Y _ !  ; p  [ I —  a] X__ x ^  ZX_ x

e pongasi

(3) [X =  X [I —  a] ; ■ {Al 1 =  X [I —  a] X_ !.

Il vetto re p< e lo scalare p.* dànno rispettivam ente  la quantità complessiva 
relativa lorda di produzione ed il corrispondente costo complessivo relativo 
netto ottenu to , m entre  XY_ 1, ZX_ 1 sono le quantità complessive dei consumi 
necessari ed il costo della forza-lavoro necessaria complessiva.

A bbiam o che:
a) la quantità complessiva relativa lorda ed il costo netto complessivo 

della produzione ottenuta con la intensità X =  (Xi , X2 , • • •, X„) >  o sono non 
minori della quantità complessiva dei consumi necessari e del corrispondente 
costo complessivo della forza lavoro impiegata per produzione unitaria.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca del C.N.R. 
(**) Nella seduta del 12 dicembre 1964.
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Siano ora X e X' i vetto ri in tensità  di produzione che dànno due settori 
eguali di q u an tità  complessiva:

(5) X ( I - « ] = X '  [ I — «].

M oltiplicando a destra  per l’inversa di I —  a, che è una m atrice non nega­
tiva, si ha X =  X' e viceversa. Lo stesso per l’uguaglianza dei vetto ri com­
plessivi dei costi.

Si abbia invece:

(6) X [ I — a] > X ' [ I — a ].

M oltiplicando per [ I — a]~ 1 a destra  si ha X >  X'. Se il sis tem a1 econo­
mico è irriducibile si ha che l’inverso di [I —  a] è una m atrice positiva, quindi 
risu lta  X >  X'. D unque:

b) se i due vettori di intensità X , X' dànno produzioni lorde comples­
sive relative e costi netti relativi complessivi eguali, si avrà X =  X'/ e viceversa;

c) se i due vettori di intensità X , X' dànno produzioni lorde complessive 
relative ovvero costi netti relativi necessari complessivi disuguali, precisamente 
il  primo  >  0 >  del secondo, si avrà X ^  X', oppure X >> X' secondo che il  
sistema economico è riducibile o irriducibile.

2. Indichiam o con Y , Z due vetto ri positivi o sem ipositivi m aggiori o 
eguali rispettivam en te  di Y e di Z e prendiam o X° , p°  tali che:

(7) [ I — «] X°_1 =  Y _ x ; / >o[ I—  a ] = Z .

Indichiam o con X' , p' due vetto ri pei quali si ha:

(8) [ I — a ] X L x >  Y_ !  >  Y _ i  ; p' [l —  a] >  Z >  Z . 

S o ttraendo  da queste le precedenti si ha:

(9) [I — «] (X' — X°)_ ! >  o ; (*'— pV) [I — a] >  o

dalle quali, m oltiplicando a sin istra per [ I — a ]-1 , si ha, se il sistem a è 
riducibile:

(10) X° >  X' ; P ° > i > '

ovvero, se il sistem a è irriducibile:

( n )  X° >  X' ; P ° >  P'.

A bbiam o dunque o tten u to  che:
a) presi due qualsiansi vettori Y , Z maggiori o eguali rispettivamente 

di Y éj di Z e risolvendo rispetto X° , p° le (7), i vettori ottenuti sono m inim i im ­
propri o propri dell*insieme dei vettori X , p  soddisfacenti rispettivamente le (1).

I vetto ri x!!_i , i>° sono perciò ottim i: essi sono anche massim i degli 
insiemi descritti dalle soluzioni di (8) quando in esse vale <  anziché > .
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3. Sia H una m atrice non singolare e non negativa insieme alla sua inversa, 
perciò diagonale; essa dà u n a  trasform azione lineare della m atrice a m ed ian te 
le posizioni:

, s ( H [ I —  ̂«] H ~ 1 HX^_1 =  H Y -!
■OOl

f p°  H _ 1 • H  [I —  a] H ~ 1 =  ZH—1 ;

quindi, posto:

O 2) _
( HY _ 1 =  Y_ x ; Z H - i  =  Z

ed

(13) H a H - i  =  « ';

( 14) [ I —  a ']X °_1 =  ; p * \ \ — a'] =  Z ,

si ha quindi:

IS) X l i  =  [ I — o ' ” 1] Y _! ; p °  =  Z [I —  a ']_ i .

L a m atrice a è anch ’essa non negativa , insieme ad [I —  a '] ” 1, che, se il 
(sistem a è irreducibile è positiva. Ne segue che, m oltiplicando le prim e delle (12), 
e così le seconde, si ha:

(16) l>0X°-1 =  p 0X ^ 1 ; Z Y _j =

Com binando fra di loro in  croce le (14) e (15) si ha:

( 17) p°  Y _! * = Z f ! L i .  ■

D unque:
a) zi valore nominale della produzione totale ottima del sistema econo­

mico > e così zi valore intrinseco dei consumi totali corrispondenti, restano invariati 
nella trasformazione;

b) zi valore nominale della produzione (consumo) totale lorda ottima del 
sistema economico eguaglia il  valore intrinseco dei consumi (produzione) ottimi.

4. I coefficienti capitali sono anch’essi num eri non negativi, p a rte  di 
quelli tecnici; cioè, d e tta  h la loro m atrice, si ha che a — b =  a è non negativa. 
D etto  C il vetto re  dei capitali n e tti investiti nei singoli settori, si ha che 
[I —  6] C_ 1 è la parte  dei capitali C che non è utilizzata nella produzione: essa 
serve per pagare i salari e gli stipendi degli operai e degli im piegati, il cui 
am m ontare è dato  da i>°Y__i ; perciò si ha:

(18) * ] C _ i  =  /><>¥_!,

ove Y_ 1 ;> Y_ x è il consumo non necessario. Si ha perciò:

(19) P° [ I — 6 ] C_ ! =  !>»[! _ « ] X Ì x.
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Operiam o la trasform azione di m atrice H già adoperata . Ponendo 
H"^1 C__i =  C_ i , tenendo presenti le (12) ' e ponendo:

(20) b'  =  H 6 H - 1,

dalle ( i8 )- (  19) si ha:

(21) p°  [I — b ' ] C - !  =  P» ¥ _ ! = > ?  [ I — O'] X°_!.

Dalla seconda delle (7), che può scriversi:

(22) p° [ I — a — 6] == Z,

si ha:

(23) pO\\ .  -b\  -.z - p »

Trasform ando con H , e ponendo

(24) Z H-i =  Z' , « =  Ha H-1,
si ottiene:

(2 5 )  P ° [ l  —  b'] =  Z '  +  p a ' .

Il vetto re  Z ' è il costo della forza-lavoro im piegata per capitale un itario  
investito . D ’a ltra  parte , dalla disuguaglianza caratteris tica :

(26) [I —  6 ] C - ! ^  [ I —

per X =  X° , Y =  Y_ x si ha:

(27) [ I - « ] X ° _ 1 =  V l

T rasform ando con la solita H e ponendo C_ 1 '=  H C _ i ,  si ha:

(28) [ I —  b ' ] C ^ 1 =  f - 1.

D alla (25), m oltiplicando per C _ i ,  si ha:

(29) p ° [i —  b'] c _ x =  T  c _ i  +  ^ ° f l c . , ,

ossia

(30) +  a C - x ,

la quale, ritrasfo rm ata  con H " 1, ci dà:

(31) P° Yi =. (Z' +  p° a) C_ 1 =  Z" C_ 1

ove Z" è vetto re  del costo della forza-lavoro im piegata per capitale unitario  
investito , cioè Z" =  p°  a +  Z '.

Si ha quindi che:
c) il costo del consumo ottimo totale è eguale al valore intrinseco del capi­

tale impiegato.
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5. Sia ir il tasso di interesse o di profitto  del setto re r  du ran te  Tintervallo 
di tem po (o , t\) in cui si considera l’economia; K r il fa tto re  d ie  rappresenta» 
in detto  setto re ed intervallo, il progresso tecnico ed organizzativo insieme ad 
a ltri eventuali fa tto ri che influenzano la produzione od i prezzi in (o , tf) .

Si dica D la m atrice diagonale che ha per term ini principali:

(32) K r •e r ; . r = i ) 2 , - - - , n  e si ponga:

(33) « =  D a ' =  a"  D

ed H — D. Si avrà:

(34) a =  D [ I —  a D] D ~ 1 = ' D “ i [I —  D a"] D .

Nelle HX°_ 1 , p°  H —1 =  p°  D—1 si vede che i trasform ati dei settori 
ottim i delle produzioni e dei prezzi vengono m oltip licati e rispettivam ente  
divisi per le (32). Lo stesso pei consumi e pei costi di lavoro o ttim i; per essi 
valgono i teorem i a), b) e c) dei due num eri precedenti.

Il tasso del profitto  del setto re r  è costante du ran te  un intervallo  di rego­
larità, poiché è costan te la m atrice a (caso del term ine breve) e può supporsi 
sia lo stesso in tu t ti  gli ^ s e t to r i .  In  modo analogo si com portano i fa tto ri K.r . 
L a m atrice a è funzione di ir e di kr , quindi del tem po (term ine lungo).

6. I coefficienti capitali possono avere diverso tasso di profitto  e diverso 
fattore Kr , in ciascun settore. Porrem o quindi:

(35) fl =  D fl, +  D , 6' =  a" D +  6" D \

Per la perm utab ilità  delle m atrici diagonali si ha ® — D—1D ' =  D ' D—1, 
quindi:

(36) a =  D [a +  ®6'] — [a ' +  6" 2)] D.

Analogamentfe, posto =  D ' ~ 1 D == D D ' - 1, si ha:

(36) 1 a =  D ' [®i a +  6'] =  [a" ®i +  b,f] D '.

Ossia, posto ad  esempio:

(37) «** =  [a +  ® b'] , a** — [®i ci +  6'],

si ha:

(38) [I +  D « * ]X ° .1 =  Y _ t ,

ovvero

(38) [I + D '« * * ] X® ! =  ¥ _ ! ,

cioè la m atrice dei coefficienti tecnici d iven ta  Da* o D'a**, che dipendono 
dai tassi di profitto  e dai fa tto ri K r> quindi dal tempo, come a, quando (o, ti)

(1) Per distinguere questi vari fattori si può porre Kr =  K.'r •
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non appartiene a  un in tervallo  di regolarità assegnato l e come le sue parti 
a e b.

Si ha, come prim a, per H =  D od H =  D ', che i teorem i a), b) del n. 3 e c) 
del n. 4 valgono anche in questi casi.

A nche qui si p resen ta il term ine breve (eguale a un in tervallo  di regola­
rità) in cui i tassi di profitto  (uno per la produzione, l ’altro  pel capitale) si 
presentano eguali in ogni se tto re  (per cui l ’intervallo (a ,* i)  è in un in te r­
vallo di regolarità) e possono essere fra loro eguali. Ciò non avviene a term ine 
lungo, nel quale si possono avere tassi diversi per i vari settori.


