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Algebra. — Su certi interi associati a i prim ari d i un ideale in un 
anello noetheriano (#). Nota di G i u s e p p e  V e c c h i o , presentata r#) dal 
Corrisp. E. T o g l i a t t i .

i .  Sia A  un anello com m utativo, con iden tità  e noetheriano; sia Q un 
ideale prim ario di A. Se ^  =  .|/Q (radicale di Q), sia  ̂ il m inimo intero tale che

x  £ $  => Xs € D per ogni x  e $ .

L ’esistenza di un tale in tero  è assicurata dalla noetherian ità  di A (1). 
In questa N ota  dim ostro che:

i° se 21 è un ideale di A, privo di componenti immerse, ed

(0 « = Din ••-no*
è la sua decomposizione prim aria , tra tutte le n-pie di interi tali che per ogni 
scelta degli elementi x { 6 }/Dz- risulti

-a freS l

ne esiste una m inim a , costituita da (si j w);
2° se A  è un anello di Macaulay, anello in cui ogni ideale di

classe principale è puro , ed % è un ideale di classe principale di A  avente la 
decomposizione prim aria  (i), gli interi s{ coincidono con certi interi che ho 
introdotto in  [ i ].

(*) Lavoro eseguito nell’am bito dell’a tt iv ità  dei gruppi di Ricerca M atem atica del 
Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(* * ) 'N ella seduta del 12 dicem bre 1964.
(1) Si osservi che, nel caso in cui A sia l ’anello dei polinomi in un numero finito di 

indeterm inate sopra un campo k  di cara tteristica  zero l’intero j  coincide con l’esponente 
del prim ario &, cioè col m inim o intero j'o tale che ^ “C®. È noto in fa tti che ogni forma 
di grado  ̂ di A si può esprimere Come somma di un numero finito di potenze s—me di 
forme lineari; in fa tti, sia SN lo spazio lineare i cui pun ti rappresentano le ipersuperficie alge
briche di ordine ^ dello spazio lineare S r , e si V r la varietà di Veronese di SN i cui pun ti 
rappresentano le ipersuperficie algebriche della forma u* =  o con u polinomio di primo 
grado. Si vede facilm ente che si possono trovare su V r N - f i  punti razionali su k  linear
m ente indipendenti.

E d  allora,: se xi-, - • -, x s e%, il p rodotto  x i - - -xs si esprime come somma di un nu 
mero finito di pbtenze s~me di forme lineari in x i , -  - - , x s e quindi appartiene a 0 .

Si osservi tu ttav ia  che, in generale, risu lta s <  so ; ad. esempio se k  è di cara tteristica  
fi ~F °  e 0  — (X-J , • • •, X^) con r  >  2, si ha $ =  ( X i , • • •, X r) e si riconosce subito che 
s — p ,  m entre il prodotto  di p  elem enti di ^  non appartiene in generale a 0 .
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2. In  questo num ero supporrem o che A sia un anello noetheriano q u a
lunque.

Lemma. — Sia  51 un ideale di A; siano D i , • • - , £ln i suoi prim ari isolati 
e sia il radicale di Dy. Allora esistono elementi x { € tali che

Xi*KJ %■ , .
/+*

Consideriamo, per fissare le idee, il prim ario D i. Per ipotesi, esiste un
j —1 nelem ento y \  G ŝ i  tale che y sj  £ Di ; se y i  € U basta  prendere xi =  y i .

J=2
n

Supponiam o allora che y i  G U Possiamo ordinare i Dy in guisa che risulti
y=2

y i  e ^ 2 0  • • • ed y \  € $ w+iU  • • • U • Supponiam o dapprim a m  <  il
caso, più semplice, m =  n  sarà esam inato successivam ente.

Osserviamo in tan to  che $ iU  • • • U s$ « Ip $ « T i:n  • • • h ^ » ;  in fa tti se così 
non fosse, per qualche k ( i  < k  <  m) si avrebbe ^ D ^ +1D • * • n'SP* (cfr., 
ad esempio [2], voi. I, cap. IV, § 6, p. 2 i 5 Rem ark) e quindi per qualche 
t (m +  1 < t < n )  si avrebbe , il che è assurdo essendo i $  • i primi
isolati di 51.

Presi . allora, com ’è lecito, un elemento • - 0 . ^  tale che
- • • UMm ed un elem ento b € $1 tale che £ 6 $2 U • • • U , conside

riam o l’elem ento

(2) #1 =  +  bSl

che sta  in $1. Essendo i SJSy primi, si ha 'òSie %  U • • • e poiché
e $ 2 0  • * • D > risu lta  #1 € 5P2U • • *.U'$W • Inoltre dà (2) si ha subito

x i^ 1 — (ayiY1̂ 1 e D i.

D ’altra  parte , risu lta

W 1 =  ^ 1-1 Vi ~ 1 C Di ; 

in fa tti, e jv 'i“ 1^ D i.  Deve allora essere

x ^—1 € Di.

Se m =? b asta  prendere =  1 per concludere nello stesso modo. R ipetendo 
il ragionam ento per i =  2 , - v- , ^  si dim ostra il lemma.

In tro d o tto  nell’insieme delle n-yAe ordinate (cri , • • •, an) di num eri n a tu 
rali un ordinam ento  parziale ponendo

(<*1 >* • -, <*„) <  (tfi m per ogni f = ' r  te,

dim ostri amo il
T eo rem a  i. -  Sia  51 un ideale d'un anello noetheriano A, privo di com

ponenti immerse e sia (1) la sua decomposizione primaria.
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T ra  tutte le n -p le d i  interi (pi , • • •, pn) ta l i  che per ogni scelta degli elementi 
x { e risu lti

X i 1- • -Xnn € 21,

^  esiste una m in im a , costituita da .si ,• • - , VW.
Osserviamo in tan to  che risu lta ' x* - x snn e 31, qualunque siano gli ele

m enti *,• e yo,-. Se poi #1 , • • •, #„ sono elem enti che verificano il lemma, è 
facile provare che (xi , • • •, s„) è la n—pia m inim a per cui risu lta

x{  • • •x nn e SI.

Sia, in fatti, x{ ■ • ■xt„n e 21 e proviam o che ( t \ , • • •, tn) >  (n  , • • •, s„); se 
così non fosse, per almeno un indice i  si avrebbe t{ <  s{ e, poiché x{- • • x*U^ ■

'x ‘ì+i ■ ' dovrebbe essere il che è contraddittorio . Il teo-
rem a è così p ro v a to .

Osservazione. -  Nella ( i)  ordiniam o i £),- in guisa che risulti s± <  <
- Sia x  e sia p (x) il m inimo intero per cui G) e 21. R isulta

allora
sn — m ax p (x ) .

È  chiaro che per ogni x  € |/2l risu lta  x s* e 21. D ’altra  parte  se x  =  x± • • -xH 
con ■xi f - - - , x n soddisfacenti il lemma, risulta x Sn~ 1 ^ sì l .  In fatti, se fosse 
x*n 1 € 21 si avrebbe, in particolare, x Sn~ 1 =  x*n~ x - • • x*n~ 1e £ìn e poiché 
x in 1 * * e $ n> dovrebbe essere € Q *, assurdo.

3 - In questo num ero supporrem o che A sia un anello di M acaulay.
In [i] ho d im ostrato  che (cfr. teoremi 3 e 4):
Se 21 è d i classe principale e z i , • • •, zn sono elementi d i A  tali che z { e ^ ,

€ U SPy ^  inoltre esiste un sistema a± , • • •, d i generatori d i 2t ta li che 
t =¥J

Videale (z{ , a\ , • • •, aj_ i , <2y+1 , • • •, aÀ) per ogni coppia di indici i , j  sia di 
altezza h e semiprimo (cioè intersezione di ideali prim i), allora tra tutte len-ple  
(Pi , • • •, Pn) d i  interi per cui

z f - • -zi» e li ,

ne esiste una m in im a  (pi , • * *, pn) .
L a  n~pla fninim a  ( p i , . . . ,  pn) dipende solo da 21. Inoltre se x \  , • • •, x n 

sono elementi di A  tali che x^ 6 , x i € U $y e tuli inoltre che tra tutte le n—ple
(<*i ,••*,<?„) soddisfacenti alla

x \  • • -xann 6 21

ne esiste una fn in im a , questa è ,<C (pi ,. . ., pw).
P roviam o1 adesso il seguente
T eo rem a  2. -  S ia  21 un ideale d i classe principale d i  A. S ia  (1) la de

composizione prim aria  d i % e sia  $,•(*'== 1 , • • •, ^) i l  radicale d i jQ,.. Se zi ,. ., zn
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sono elementi di A  tali che z{ e e z{ € U £ se esiste un sistema a± , ah

di generatori di 21 tali che gli ideali (z{ , ai , • * •, , aj+i , • • • ,ah) (1 < i <  n,
1 <Lj<Lh) siano tutti semiprimi e di altezza h , allora (si , sn) è la n-pla  
minima di interi per cui zs{ • • • / « £  21.

D enotiam o con (Pi , • • •, ?n) la ^ -p la  m inim a di interi tale che risulti

jsfr • • • z*n € 21.1 n

Poiché z* • • -zp e 21, risu lta  (pi , • • •, ?„) <  (si , • • - , sn). Segue poi, dal 
teorem a 1: (Pi , • • •, ?n) >  (si , • • •, sn); e da qui l’asserto.

B i b l i o g r a f i a .
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