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Algebra. — Su certi interi associati ai primari di un ideale in un
anello noetheriano ©. Nota di Giuseppe VEccHIO, presentata “” dal
Corrisp. E. TocLiaTTI.

I. Sia A un anello commutativo, con identiti e noetheriano; sia Q un
ideale primario di A. Se = JQ (radicale di L), sia s il minimo intero tale che

xeB =>x" €0 per ogni x€P.

L’esistenza di un tale intero & assicurata dalla noetherianitd di A @,
In questa Nota dimostro che:
10 s¢e W & un ideale di A, privo di componenti immerse, ed

(1) A=2L10---NY,

¢ la sua decomposizione primaria, tra tutte le n—ple di interi tali che per ogni
scelta degli elementi x; € \Q; risulti

e xne

ne esiste wna minima, costituita da (s1,---,s,);

20 se A ¢ un anello di Macanlay, cioé un anello in cui ogni ideale di
classe principale & puro, ed N é un ideale di classe principale di A avente la
decomposizione primaria (1), gli interi s; coincidono con certi interi che ho
introdotto in [1].

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita dei gruppi di Ricerca Matematica del
Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(**)"Nella seduta del 12 dicembre 1964.

(1) Si osservi che, nel caso in cui A sia 'anello dei polinomi in un numero finito di
indeterminate sopra un campo # di caratteristica zero l'intero s coincide con I’esponente
del primario 9, ciog col minimo intero so tale che $°c©. E noto infatti che ogni forma
di grado s di A si pud esprimere come somma di un numero finito di potenze s—me di
forme lineari: infatti, sia Sy lo spazio lineare i cui punti rappresentano le ipersuperficie alge-
briche di ordine s dello spazio lineare S,, e si V, la variety di Veronese di Sy 1 cui punti
rappresentano le ipersuperficie algebriche della forma #s= o0 con # polinomio di primo
grado. Si vede facilmente che si possono trovare su V, N-41 punti razionali su # linear-
mente indipendenti.

Ed allora, se x1, -+, x,¢®, il prodotto x1---%; si esprime come somma di un nu-
mero finito di potenze s-me di forme lineari in x1,- -+, ¢ quindi appartiene a £.

Si osservi tuttavia che, in generale, risulta s < so; ad esempio se £ & di caratteristica

p==o0eQ =”(X{,~ BN Xf) con 7 > 2, si ha $=(X;,---,X,) e si riconosce subito che

§ = p, mentre il prodotto di p elementi di ¥ non appartiene in gencrale a Q.
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2. In questo numero supporremo che A sia un anello noetheriano qua-
lunque.

LEMMA. — Sia A un ideale di A; siano Q1 ,---,Q, ¢ suoi primari isolati
e sia B; il vadicale di Q;. Allora esistono elementi x; € ; tali che

xEUR; e,
Ji

Consideriamo, per fissare le idee, il primario Q1. Per ipotesi, esiste un
elemento y1 € R1 tale che yi 'eQi; se y1 @ U B, basta prendere x; = y;.
=2

n
Supponiamo allora che y1 € -U;'Bf' Possiamo ordinare i ; in guisa che risulti
=

y1€Pn---NP,, ed y1€PV,11U---UB,. Supponiamo dapprima m << 7; il
caso, piu semplice, 7 = » sard esaminato successivamente.

Osserviamo intanto che iU - UB,, PBmyr1N -+ NR,; infatti se cosi
non fosse, per qualche £ (1 < £ <) si avrebbe R, DP,i10 -+ NP, (cfr.,
ad esempio [2], vol. I, cap. IV, § 6, p. 215 Remark) e quindi per qualche
t(m+ 1<t <m) si avrebbe EBk O %, il che & assurdo essendo i 3, i primi
isolati di 2.

Presi  allora, com’¢ lecito, un elemento @ €R,, 10 -- -NYR, tale che
a€PrU--- UR, ed un elemento 4 € P tale che s&PaU---UR,, conside-
riamo l’elemento

(2) x1 = ay1 + 6"

che sta in PBi. Essendo i B, primi, si ha 6" ePauU---UP, e poiché
ay1 € RaN -+ - NP, risulta 21 €P20U - - UB,. Inoltre da (2) si ha subito

:1-—1

27— (ay1) 1.
D’altra parte, risulta
()" ="t e
infatti, a"—1€¢ %1 e yp—1€ Q1. Deve allora essere
xif—l €1

Se m = n, basta prendere 2 = 1 per concludere nello stesso modo. Ripetendo
il ragionamento per 2 =2,.-., % si dimostra il lemma.

Introdotto nell’insieme, delle #-ple ordinate (o1, -+, 5,) di numeri natu-
rali un ordinamento parziale ponendo-

(61,-++,0,) < (01, -, 0,) =0, <06; perogn =1, --,2,

dimostriamo il
~ TEOREMA 1. — Sia ¥ un ‘ideale d’un anello noetheriano A, privo di com-
ponenti immerse e sia (I) la sua decomposizione primaria.
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Tra tutte le n—ple di interi (p1,- - -, p,) tali che per ogni scelta degli elementi
x; €YQ; risulti

X xdi e,

ne esiste una minima, costituita da s1,- - -,'s,,.
Osserviamo intanto che risulta xy- - -xn €A, qualunque siano gli ele-

\

menti x; € Q;. Se poi x1,---,x, sono elementi che verificano il lemma, &
facile provare che (s1,--,s,) ¢ la z—pla minima per cui risulta

X1 -z €.

Sia, infatti, x7...x7€A e proviamo che (¢1,---,2,) > (s1,---, s ) se

. C g s s
cosi non fosse, per almeno un indice 7 si avrebbe # <, e, p01che x1 - x’—I‘

x:’jll xﬂ&%,, dovrebbe essere x’ED,, il che & contraddittorio. Il teo-
rema- ¢ cosl provato.

Osservazione. — Nella (1) ordiniamo i D, in guisa che risulti s < 55 <

+<s,. Sia x €} e sia p (x) il minimo intero per cui x2® € 9. Risulta
allora
s, = max p (x).
x€ VU

E chiaro che per ogni x € JU risulta x™ € . D’altra parte se x = x1- - -x,
con x1,---,x, soddisfacenti il lemma, risulta +'e. Infatti, se fosse
'€ si avrebbe, in particolare, x» = x» a7 leQ, e poiché
x;"_l- . -x;”__ll €%,, dovrebbe essere x;h—l €9,, assurdo.

3. In questo numero supporremo che A sia un anello di Macaulay.
In [1] ho dimostrato che (cfr. teoremi 3 e 4):

Se U ¢ di classe principale e 21, - -, 2, sono elementi di A tali che z; € B,

2; € U B, ed inoltre esiste un sistema ay,---,a, di generatori di W tali che
it

Dideale (z, Y@L,y B, Qi1 @) per ogni coppia di indici i, ] sia di

altesza ke semiprimo (cioé intersezione di ideali primi), alloratra tutte le n—ple
(1, -+, 0, di interi per cui

s gdne N,

ne esiste una minima (B1,- - -, p,).

La n—pla minima ($1,...,0,) dipende solo da . Inoltre se xi,--- y Xy
sono elementi di A tali che x; €%, ,x; € U B, ; € tali inoltre che tra tutte le n—ple »
(61, -, 0,) soddisfacent: alla a

Tag e
ne esiste una %m'm'mc{, questa ¢ << (P1,...,p,).

Proviamo' adesso il seguente
TEOREMA 2. — Sia U un ideale di classe principale di A. Sia (1) la de-
composizione primariadi Ne siaP; (¢ = 1 ,---, %) ilradicale di Q;. Sez ,. 2,
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sono elementi di A tali che z; € R; e 2; € U B, e se esiste un sistema a1 ,- - -, a,

J+i
di generatori di U tali che gli ideali (2; , 01, -, @j—i, @11, -, a,) (1 <i< n,
1 <<j < k) siano tutti semiprimi e di altezza h, allora (s1,---,s,) é lan—pla

minima di interi per cui zi---z7€U.
Denotiamo con (p1,- -+, 9,) la #z—pla minima di interi tale che risulti

2’%" . 'ZgnegI.

Poiché 23 - -z;" €A, risulta (1, -+-,8,) < (s1, -, 5,). Segue poi, dal
teorema 1: (B1,---,6,) =>(s1,---,5,); e da qui l'asserto.
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