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Analisi funzionale. — Sur certaines applications linéaives et conts-
nues de l'espace des fonctions continues en lui-méme. Nota di MIRON
NicoLescu, presentata® dal Socio M. PicoNE.

1. Nous désignérons, dans la suite, par C ([0, 1]), ou simplement par
C, l'espace des fonctions continues réelles définies sur le segment [o, 1].
Pour tout fe C, nous poserons

f (), si »r=o0,

Hf(r) = JH1C Mrea, sioreo,,
0

olt H est une fonction positive continue dans [0, 1] X [0, 1], vérifiant en
plus la condition

/H(r,r')dr’zl , 7€fo,1].
i

Nous avons montré ailleurs [2] que H f est une application linéaire et bonnée
de C([o, 1]) en lui-meme, avec |H| < 1.

Il s’ensuit que la fonction » — /% () = H f (») est continue en tout point
de [0, 1], méme au point o. ‘

Le but de cette Note est de présenter quelques remarques supplémentaires
sur 'opérateur H.

2. THEOREME 1. — L’application f—> H fest une injection, méme dans
espaﬁe Co des fonctions continues dans [0, 1], nulles & Iorigine. :
Soient, respectivement, /' €Co, /" €Cq, avec f' == f". Posons f=f —f".
L’équation

Hf(@)=o
est vérifiée pour » = 0. Si » =0, on doit avoir

kd

/MH 7,7 fO)dr =0,

0

quel que soit 7. Soit alors 7o un point pour lequel #(r¢) =0 (un tel point
existe, par hypothese). Nous pouvons toujours supposer f (#9) > o. Soit alors

(*) Nella seduta del 12 dicembre 1964.
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[71,72] un intervalle contenant le point 79, dans lequel #>o0. On aura

o= /H (r, ") f()d = /H (r, ") f () dr +
0 o

+f W70 ar :ﬁ{ V) d,

ce qui est absurde. Ainsi donc, en tout pointde [0, 1] on af = o, d'ot f = f".
L’hypothese que f' == /" implique H# == H "' conduit donc 4 une contradic-
tion.

COROLLAIRE. — L'éguation Mf = 1 a la seule solution f= I.

3. Le corollaire précédent montre que 'application f— H f a au moins

A

un point fixe, savoir la fonction constante égale & un. Il en résulte évidem-
ment que toutes les fonctions constantes sont des points fixes de cette appli-
cation. Existe-t-il d’autres points fixes ?
La réponse est négative:
- THEOREME 2. — L'application f— Hf de lespace C en lui-meme na
d’autres points fixes que les constantes.
En ‘effet, soit f € C, telle que

Hf =/
On en déduit, par itération,
H”f =f',

quel que soit le nombre naturel 7. Mais nous avons montré dans un travail
antérieur [2] que

lim H'f (r) = f (0) ,
uniformément par rapport & » dans [0, 1]. Ainsi donc

J () = f (o) = const.

4. On pourrait penser que si I'on se débarrasser de la condition « de
normalité »

.
/H (r,”)Ydr =1,
0

on parviendrait & d’autres résultats. Posons donc

[H F,7"Ydr =9 ().
0
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Evidemment, ¢ > o. Nous supposerons, de plus, pour obtenir une contrac-
tion, que

sup ¢ () = a < 1.
r€0,1]

Dans ces conditions, il est facile de voir que

HiZae<1,
donc

IHf =l sa llf—gll

et H est bien un contraction. Comme I'espace C est complet, H a un point
fixe et un seul. Mais ce point fixe unique est visible, puisque H est une
application linéaire: c’est la constante nulle.

Ainsi, nous n’obtenons pas un résultat, nouveau concernant les points
fixes, si I'on se débarrasse de la condition de normalité précédente.
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