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Analisi funzionale. — S u r certaines applications linéaires et conti
nues de Tespace des fonctions continues en lui-méme. Nota di M i r o n  

N i c o l e s c u ,  presen tata^  dal Socio M . P i c o n e .

1. Nous désignérons, dans la suite, p ar C ([o , 1]), ou sim plem ent par 
C, T esp ace  des fonctions continues réelles définies sur le segm ent [ o ,  1]. 

Pour to u t f e  C, nous poserons

/  (o) , si r  =  o ,
r

j  H [(r , r )  f  ( / )  dr ,  si r e [  0 , 1 ] ,
0

où H est une fonction positive continue dans [ 0 , 1 ]  X [o , 1], vérifiant en 
plus la condition

H f ( r )  =

J  H (r , r ')  dr =  1 , r  e [o , 1 ] .
0

Nous avons m ontré ailleurs [2] que H f  est une application linéaire e t bonnée 
de C ([o , 1]) en lui-meme, avec Il H  II ^  1.

Il s ’en su it que la fonction r -> h (r) — H f  (r) est continue en to u t po int 
de [ 0 , 1 ] ,  mèrne au point o.

Le b u t de cette  N ote est de présenter quelques rem arques supplém entaires 
sur T opérateur H.

2. ThÉOREME 1. — U application f  ->  Ut f  est une injection, mème dans 
Tespace Co des fonctions continues dans [o , 1], nulles à Vorigine.

Soient, re spectivem en t,/ ' eCo , / " e C o  , a v e c / ' P o s o n s / = / ' — f  \  
L ’équation

H / ( r )  =  o .

est vérifiée pour r  =  o . Si r  =|= o , on doit avoir

r

j  H (r , r )  /  ( / )  dr =  o ,
oi

quel que soit r. Soit alors ro un po int pour lequel f (ro)~j=o  (un tel point 
existe, p a r hypothèse). Nous pouvons toujours supposer f  (ro) >  o. Soit alors (*)

(*) Nella seduta del 12 dicembre 1964.



Miron N icolescu , Sur certaines applications linéaires, ecc. 375

[n  , r%\ un in tervalle con ten an t le po in t r 0, dans lequel /  >  o . On aura
r  r t

o =  H (r , r ' ) /  (r') dr ^  H (r , / ) /  ( / )  d r ' +
Q Ò

^2  ^2 

+  j*H (r , / ) /  ( / )  d r ' =  ^ H  (r  , r ') /  ( / )  dr',
*-i n

ce qui est absurde. Ainsi done, en to u t po in t de [o , i] on a /  =  o, d ’o\ x f  =  / " .  
L ’hypothèse que f  ~\~f" im plique H  f  =|= H f "  conduit done à une contrad ic
tion.

COROLLAIRE. -  L\equation H f  =  i a la seule solution f  =  i .

3- Le corollaire précédent m ontre que l’applicat io n / - >  H /  a au moins 
un po in t fixe, savoir la fonction constan te égale à un. Il en résulte évidem- 
m en t que tou tes les fonctions constantes sont des points fixes de cette  appli
cation. E xiste-t-il d ’au tres points fixes ?

L a réponse est négative:
ThÉORÈME 2. — &  application f - > H f  de V espace G en lui-meme f a  

d' autre s points fixes que les constantes.
En effet, s o i t /  e C, telle que

H / = / .

On en déduit, par itéra tion ,

H  - / = / ,

quel que soit le nom bre natu re l n. M ais nous avons m ontré dans un travail 
an térieu r [2] que

lim H w/ ( r )  =  / ( o )  ,
n —>  00

uniform ém ent par rap p o rt à r  dans [o', 1]. Ainsi done

f  (r) — /  (o) — const.

4. On pourra it penser que si Ton se débarrasser de la condition « de 
norm ali té »

H ( r , r )  dr =  1 ,
0

on parv iendm it à d ’autres résu ltats. Posons done

H ( r , r )  d r =  9 (r) .
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É videm m ent, 9 >  o. Nous supposerons, de plus, pour ob ten ir une contrac
tion, que

sup 9 (r) =  a <  1 .
r G [0,1]

D ans ces conditions, il est facile de voir que

done
Il H  || ^  oc <  1 ,

Il H  ( /  g) || ^  a I I / — * | |

e t H  est bien un contraction. Comme Tespace C est com plet, H  a un point 
fixe et un seul. M ais ce po in t fixe unique est visible, puisque H  est une 
application linéaire: e’est la constan te nulle.

Ainsi, nous n ’obtenons pas un ré su lta t nouveau concern an t les points 
fixes, si Ton se débarrasse de la condition de norm alité précédente.
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