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Analisi funzionale. —  Su un teorema di K y  Fan. Nota di R oberto  
Conti, presentata (*} dal Socio G. Sansone.

1. Nella teoria dei controlli lineari trova applicazione un teorem a dovuto 
a K y Fan (On systems of linear inequalities, «Annals of M ath . Studies», N. 38, 
pp. 99-156, Princeton U niv. Press, 1956; Th. 23).

Dalla stessa teoria risu lta  anche l ’opportun ità  di u n ’estensione, rap p re
sen ta ta  dal Teorem a 3 di questa N ota. I risu lta ti qui conseguiti troveranno 
applicazione in successivi lavori.

2. Siano U , X due spazi lineari (reali o complessi), norm ati, e sia 
A : U  -> X  un operatore lineare, continuo.

D ati un punto  x € X, un num ero p >  o ed un insieme K C X, lim itato, 
convesso e sim m etrico rispetto  alPorigine di X, ha interesse stabilire se esi
stono u e p U i  (U i sfera u n ita ria  di U ) tali che Au  e x +  K. D e tta  AUi 
l’im m agine di U i rispetto  a A, ciò equivale a stabilire se

( 0  X e p A U i  +  K.

3. Diam o adesso una condizione necessaria e sufficiente affinché, in luogo 
della (1), valga la relazione, in generale più debole della (1),

(2) X e p A U i  +  K.

Osserviam o che p AUi , K , p A U i +  K sono insiemi lim itati, convessi e 
sim m etrici di X e che ad un insieme C che ha queste proprie tà  si può asso
ciare una funzione Hc O'*), d e tta  funzione supporto di C, definita da

(3) H c (:k*) =  sup { \ y * x  | : x  eC  } , y* e X*

nello spazio duale X*.
Si provano facilm ente le seguenti relazioni

(4) He (y*) =  H c (y* ) ,

(5) \ y*x  | <  HcO*) , y * t  X* <;==> x e c ,
(6) Hoc+pkCk*) =  «He (y*) +  (3Hk (y*)-

D a q u est’u ltim a si ha, in partico lare

HqAUi +k  (y*) — pHAUl (y*) +  H k ( y*).
D ’altronde

H AUl (y*) =  sup { | y* x  | : x  e AU i } =  sup { | y*Au | : u e U i } =  | A*^* |u* f

(*) Nella seduta del 12 dicem bre 1964.
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doveU * è lo spazio duale di U  e dove A*: X *-»U * è l’operatore aggiunto 
di A.

P ertan to  da (5) segue il 
Teorema i . -  La disuguaglianza

(7) | y* X | <  P | A*y* i u *  +  H k  (y*) , y* e X*

equivale alla relazione (2).
In  particolare, se X i indica la sfera un ita ria  di X si ha

Hxj O*) =  | y* jx*

quindi se K =  e X i ,  e >  o, abbiam o il 
Teorema 2. -  La disuguaglianza

(8) \ y*x \  < P  [ A * /* /*  +  e | ^ * | x * , / e X *

equivale alla relazione (e >  o)

(9) X e pAU(i +  eX i.

4. Affinché p AU i +  K sia chiuso non basta  che siano chiusi entram bi 
gli insiemi AU i e K (cfr. ad esempio G. Kòthe, Topologische lineare Raume, 
Springer Verlag, i960, p. 325).

D ’altronde ciascuno degli insiemi convessi AUi , K , p AUi T  K è chiuso 
se e soltanto  se esso è debolm ente chiuso (cfr. ad ésempio N. D un fo rd - 
J . T .  Schwartz, Linear operators. P a rt I: General theory, Interscience P ubli
shers, Inc., 1958, p. 422, Th. 13).

Supponiam o allora che uno dei due insiemi AUi , K  sia (debolm ente) 
chiuso e l’altro  sia debolm ente com patto. D etto  X lo spazio lineare topologico, 
localm ente convesso, o ttenu to  da X sostituendo la topologia debole alla topo
logia torte, ciò significa che uno dei due insiemi AUi , K  è chiuso in X e 
l’altro  è com patto  in X. M a allora (cfr. N. D unfo rd -J. T. Schw artz, loc. cit., 
p. 414, Lem m a 3; oppure G. K òthe, loc. cit., p. 158, (io)) l’insieme p A U i+ K  
è chiuso in X e quindi in X.

P ertan to  si ha il
TEOREMA 3. -  La disuguaglianza (7) equivale alla relazione (1) se uno 

dei due insiemi A U i , K  è chiuso e Valtro è debolmente compatto.
Se K  =  sX x, sarà K debolm ente com patto se s =  o, cioè se K  =  {ori

gine di X}, oppure se e >  o, m a X è riflessivo (cfr. J. D ieudonné, La dualità 
dans les espaces vectoriels topologiques, «A nnalesÉ c. Norm . Sup. », 59 (1942), 
pp. 107-139; p. 130, Th. 24). D a ciò segue il

TEOREMA 4 (K y Fan, loc. cit.). -  La disuguaglianza (8) equivale alla 
relazióne

(10) Xfip AUl +  eXi

se AUi è chiuso ed inoltre z — o, oppure e >  o e X  è riflessivo
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5. Per concludere, diam o una condizione per la com pattezza debole di 
A U i che ci sarà u tile  nelle applicazioni. L a condizione è che U  , X siano 
spazi di B anach ed inoltre U  sia riflessivo, o, più in generale, U  sia isom etri
cam ente isomorfo al duale V* di qualche spazio V, lineare, norm a to.

Sia per esempio U  riflessivo, ossia isom etricam ente isomorfo al secondo 
spazio duale U**. Ciò significa che esiste un operatore lineare T  : U  -> U**, 
continuo, 1 — 1, da U  sopra U**, tale che | T U  |u** =  | u  |u • P ertan to  
T U i =  U**, sfera u n ita ria  di U**, ossia del duale di U* cosicché (cfr. ad 
esempio G\ Kòthe, loc. cit., p. 250, (5)) U** è debolm ente com patta. D ’al
tronde l’operatore inverso T -1 : U**-> U  è continuo rispetto  alle topologie 
(forti) di U  , U**, quindi (cfr. N. D u n fo rd -J . T. Schwartz, loc. cit., p. 422, 
Th. 15) esso è debolm ente continuo e quindi U i — T ” 1 U** è debolm ente 
com patta.

D all’essere anche X uno spazio di B anach e dall’essere A (continuo 
nelle topologie di U , X e quindi) debolm ente continuo segue che A U i è 
debolm ente com patto.

Se invece di supporre U  riflessivo supponiam o soltanto che esso sia iso
m etricam ente isomorfo al duale V* di uno spazio V, lineare, norm ato, basterà 
rifare il ragionam ento con V  al posto di U*.

Dal teorem a 3 segue così il
T eo rem a  5. -  La disuguaglianza (7) equivale alla relazione (1) se IL è 

chiuso e se, inoltre, U  , X sono spazi di Banach ed U  è isometricamente isomorfo al 
duale V* di uno spazio V, lineare, normato (in particolare U  è riflessivo).


