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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi matematica. — Soluzioni quasi—periodiche dell’ equaszione
non omogenea della membrana vibrante, con termine dissipativo qua-
dratico. Nota Il di Grovanni Prousk, presentata dal Corrisp.
L. AMERIO.

3. Dal teorema 2.1 segue il

TEOREMA 3.1. — Supponiamo che f(£) ed f' (t) siano Li-limitate in J.
Esiste allora in | una ed una sola soluzione i () della (1.3) che sia E~limitata
in J; inoltre W (n) risulta pure E—limitata in ]J.

Consideriamo infatti la successione di funzioni {#, (n)} definite nel modo
seguente. Per n > —n, u, (v) sia la soluzione della (1.3) soddisfacente alle
condizioni iniziali %, (— #) = u, (—n) = 0; per 1 < —#n, sia u, (1) = o.

E evidente che, posto

e > —
(3.1) S () = f@ I;ei 2<_Z’

la funzione #, (1) sara una soluzione, in J, della (1.3) corrispondente al ter-
mine noto f, (). Si ha poi, per le (1.14), (2.2),
(32) sup|u, (e <K , sup|u,(n)e<K.
meJ nel
E quindi possibile estrarre dalla successione {#, (1)} una sottosuccessione (che

diremo ancora {, (n)}) tale che risulti, per ogni 4, €L{ (E) e per ogni #€],
analogamente alle (1.11), (1.12), '

(3 lim f<un (¢ 1) () dn = [ G+ ) s (e i,
Ao Ao

7n—>00
Ao

(3-4) lim n(%; @ +m), m(sdny = f @ +m), (e dn.

Dimostriamo che la funzione @ (y) ¢ una soluzione E-limitata in J
della (1.3).
Dalle (3.2), (3.3), (3.4) si deduce anzitutto

(3-5) sup|a (<K , sup|# (<K
neJy neJ

ed ¢&'quindi soddisfatta la condizione a2) del §1.

(*) Nella seduta del 14 novembre 1964.
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Dalla (3.4) segue inoltre, indicato con A un generico intervallo limitato
CJ e posto Q = Q x A:

(3.6) lim* 2, = @ ®.
7 —>00 H'(Q)

Per la completa continuita, gia ricordata, dell'immersione di H! (Q) in
L4 (Q), si puo senz’altro ammettere, per la (3.6), che risulti

(3.7) lim w, = @.
nso0  LAQ)

Ricordiamo ora che le #, (v) soddisfano all’equazione

(8) LG ) A G+ G () B G+ 3 ) o (s

J

(13 ), o) ey = [ CF ) (o i,
J

per ogni lz(v;)eleoc (J; Hp) a supporto compatto, e che si ha, ovviamente,
(3-9) lim £, =7
Dalle (3.3), (3.4), (3.9) si deduce immediatamente:

(510)  lim [ L Cn) b s+ o ) O G () e+
J
— Ua ) B s} dn = ({7 ) s 3 o), G =+
f ;

+ @ () A () — (f () s 2 (n))ee } .

Si ha inoltre,! per la disuguaglianza di Hélder,

Gorn) | (010 )1 o) oo — (1 ()| & ), B o) | <
j

< [ {1 (Latn(0) | ot Cn) — " C0)) s A (o))l | (|2 Co) | — [ (o)) ' (), 2 ())e} i <
j

S/{ﬂ%&(n)li%&@)—f/(“’l)|’W(V)) Dest=Clan o) — i o) [ @ Ca) |, [ /2 () e} din <
i
< (1 Jroy + ot fueop) 1 on — it fop [ 2 20y
avendo posto Q, = Q x A,, ove A, & il supporto della funzione % (7).

(3) Ossia, ¥ 21 €H!(Q),

lim (2, — &, 21)q1000 = O.
n-—>oo(n 1)H(Q)

26, — RENDICONTI 1964, Vol. XXXVII, fasc. 6.
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Dalle (3.7), (3.11) segue:

G2 lim (o | (o) oundin = [ ) o) o
j i

La funzione i () ¢ quindi, per le (3.8), (3.10), (3.12) una soluzione in J
della (1.3); poiché i () soddisfa alle (3.5) e poiché, in virtd di un risultato
dimostrato in [2], non puo esistere piti di una soluzione E-limitata in | della
(1.3), il teorema ¢ dimostrato.

Si osservi, da ultimo, che, per la (3.5), Za soluzione i (), E-limitata in ],
risulta E—uniformemente continua in J.

4. Dimostriamo il seguente teorema.

TEOREMA 4.1. — Supponiamo che siano verificate le ipotesi del teorema 3.1.
Allora la traiettoria della soluzione i (v), E-limitata in J, risulta E—relativa-
mente compatia. '

Proviamo dapprima che la traiettoria di @ (2) & L§ (E)-relativamente
compatta; utilizzeremo, per questo, un teorema di compattezza dimostrato
da Amerio (cfr. [7], §4) per le equazioni lineari negli spazi di Hilbert @,

Notiamo che, se Q ¢ un aperto ad 7 < 5 dimensioni, dotato della pro-
prieta di cono, l'immersione di H! (Q X Ag) in L4 (Q x Ag) & continua e si

ha, per la (3.5),
@ & @& @l = gf‘/lm,wn) a0l —
A, @

=7 @OR<ala” O +17 @l <K

Posto g (n) =/ () —| @ (n)| @ (n), la funzione i (¢) risulta, per il teo-
rema 3.1, una soluzione L§(Hg)-limitata, con # (#) Li—uniformemente con-
tinua, dell’equazione

(4.2) w’ () —Au(n) + o' (n) =g (n),

essendo g (#) Li-limitata, in virtts della (4.1). Segue allora dal teorema sopra
citato che la traiettoria di @ (7) & L3 (E)-relativamente compatta.
Dimostriamo, in pid, che tale tralettorla risulta E—relatlvamente com-
patta.
Indicata con {/,} una successione di numeri reali, poniamo

4-3) s () = 0 (L) — i (g + ).

(4) Gli spazi X ed Y introdotti da Amerio in tale teorema corrispondono rispettiva-
mente a Hy ed a L? inoltre W, &-lo spazio da noi chiamato LZ (E).
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La funzione wj, () soddisfa ovviamente all’equazione

(44) /’{ (oo (), e (o)s + Caozg (), o Ca)sy =+ (et (), 4 (s +
j
WA+ A2 — |0 4 L) [ (0 + 4p), /e (n))er —
— U+ —f+2L), )} dn=o
per ogni /4 (q) €Li. (J; Hp), a supporto compatto.

‘Posto, nella (4.4), 2 () = wj (1) per n€[M,0l(—1 <N<0),%2(n) =o0
per 1 €[, 0] ed osservando che, come si pud constatare [2],

&+ 2)la i+ ) —iW O+ 2) i (n+2), we ()= o,

si ottiene dalla (4.4)

0
: 112
s) o0 @ 1= 1070 @) B —2 | [ s ()
) J
g ) 12 . )
S IR RO AT RE S PIOT S NS
:
Supponiamo, per assurdo, che la traiettoria di i () non sia E-relativa-

mente compatta. Esistono allora una successione {/,} ed un numero p>o0
tali-che sia

“9) [ @) — 2@ le=]w; @k >p G4

Grazie alla Li-relativa compattezza della traiettoria di i’ (£), & poi possi-
bile determinare 7, in modo tale che, per 7, 2> ny, risulti,

4-7) s (— D s < =5

8

Introducendo le (4.6), (4.7) nella (4.5) si ottiene, per j,£ > n,,

‘ 2 _
(4-8) o ) [ = £ (—1=<7=<0)
e quindi, integrando fra —1 e o,
2
(4-9) lowju (— D [l @ =%,

cio che & assurdo, essendo la traiettoria di i (#) L§(E)-relativamente compatta.

Il teorema ¢ cosi dimostrato.

Proviamo infine il seguente teorema di quasi—periodicita della soluzione
hmltata i ().

TEOREMA 4.2. — Supponiamo che f(t) sia Li-d.q.p. e che F @ sia Li-
limitata in |; allora la soluzione i(n) E-limitata in ], individuata nel teorema
3.1, risulta E—g.p.

Per provare la tesi basta dimostrare, per il criterio di Bochner, che da
ogni successione reale {/,} ¢ possibile estrarre una sottosuccessione (che diremo
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ancora {/,}) tale che risulti, uniformemente in J,
(4.10) lim @ (q +7,) =2

Poiché f(¢) & Li-d.g.p., si pud senz’altro ammettere che sia

(4.11) lim /(¢4 1) = £ ¢

uniformemente in J. Osserviamo inoltre che, poiché i () ha traiettoria E-re-
lativamente compatta ed ¢ E—uniformemente continua in J, si pud senz’altro
supporre che sia, per il teorema (vettoriale)xdi Ascoli-Arzela,
(4.12) lim 7 (q + 4,) = 2 (1),
7 —> 00 E

uniformemente in ogni intervallo limitato.

Facciamo vedere che la (4.12) sussiste uniformemente in J; la dimostra-
zione che daremo estende un noto ragionamento di Favard [8].

Supponiamo, per assurdo, che tale uniformitd non sussista; esistono
allora un numero p> o e tre successioni {7;}, {o;} C{Z}, {o }C {/;} tali
che risulti ‘

(4.13) i (g + o) — i (n; + o) [[e=>p.

Possiamo d’altra parte estrarre da {v, 4+ «;} e {n; + o} due sottosuc-
cessioni (che diremo ancora {7; + a«; } e {; + o;}) tali che risulti, uniforme-
mente in J,

(4.14) jl,i_n::f ¢+ + o) =& ®,
(4.15) lim* /(¢ + 0, + o) = g5 (2),
J—> o L

ed inoltre, analogamente alle (3.3), (3.4), per ogni /Ll,EL(l) (E),

~

tim [t ) s [ e,
& A

,li_gn / @@ +n+mn+w), a@)edn= / @+, km)edn,
J oo )
Ay Ao :

(4.16)

J>oo,
A

i [ @G0+ ) s ()edn= ] (oo (¢ + 1) , 1 (e,

0

.1me | (ﬂ’(? + 04+ m+ o), A(n)sdn= f (22 Z+m) , Ax()Edn .

Ay Ao

!

Ripetendo i ragionamenti fatti per dimostrare il teorema 3.I. si vede
poi che le funzioni limiti 2, () e 2, () risultano soluzioni E-limitate in ]
della (1.3) corrispondenti rispettivamente ai termini noti g; (%) e g9 (7).
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Per la uniformita della convergenza, dalle (4.11), (4.14), (4.15) segue
d’altra parte, per ogni v €L,

.lim Sup l (f (i + N; + ‘XJ"> ’ 7/)L: - (f (f +,7)j + “J"’> ’ v)L: i =

< lim sup [(FCE+n+w)—fE4 0+ L), v+

Jj—>oo te

+ limsup [(f(Z+n, + 1) —fE+n;+ o), ) [=o.
Jj—>c0 t€]

Ne segue, per le (4.14), (4.15),

(4.17) 51 =g®

e si ha quindi, per 'unicitad della soluzione E-limitata in J,
(4.18) 2 () =2 (n)

Si deduce poi, in modo analogo alla (4.12),

(419)  Im @ (n+n;+a) =20 =200 = lim @@+ + «)
J—>00 E E ;5o

La (4.19), scritta per n = o, contraddice alla (4.13); il limite (4.12)
sussiste percio uniformemente in | ed il teorema & dimostrato.

Osservagione: E possibile dimostrare direttamente l'unicitd di una solu-
zione E—g.p. della (1.3), liberandosi completamente della condizione che Q
sia un aperto bidimensionale, dotato della proprietd di cono.

Sia infatti Q un aperto limitato ¢ connesso €S,,, con m gualsiasi, e sia
wy (n) una soluzione E~q.p. della (1.3). Dimostriamo che non possono esistere
altre soluzioni E—q.p.

Supponiamo infatti, per assurdo, che #, (v) sia una seconda soluzione
E—¢.p. e ponuamo w (n)=uy () — #y (n). La funzione w () soddisfa, per ogni
& (n)€Lte (J ; Hp), a supporto compatto, all’equazione

(4.20) / {(@" ) s A (e + (0 (1) 5 2 ()y + (@ (), 2 () +
J

(| oy (o) | oty (o) — | 2ty () | 2ty () , e (o))} diy = o,

da cui si ricava, in modo analogo alla (4.5),
'!}i
(4.21) lew (o) [ — e () [} + 2 / | () f.dn <o (. <mg).

M

Dalla (4.21) segue che la funzione |w () [z ¢ non crescente; essendo
w(n) E-¢.p.,/1a funzione |w ()| risulta ¢.p. e si ha, necessariamente,

(4-22) lw =K
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Dalle (4.21), (4.22) si deduce quindi, ponendo m; =7, n = ¢+ 1,
(4-23) l

w () s =0
e percio, essendo @’ () L2—continua,

(4-24) |2/ () s = o.
Si ha dunque, per la (4.24),

4-25) |2 (n) s = o

Introducendo le (4.24), (4.25) nella (4.20), si ottiene
(4.26) [ oy st o,
J

da cui segue, per ogni ¢ € Hj e per ogni 7 € J, osservando che w (v) & Hi-
continua, '

(4-27) (w () , Pz = 0.

La funzione w () & quindi, per ogni 1 € J, una soluzione (debole) della
equazione di Laplace

(4.28) Aw (1) = o,

soddisfacente a condizioni al contorno di Dirichlet omogenee.
E dunque, per ogni n €],

(4-29) w(n) =0

ed il teorema di unicitd risulta dimostrato.
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