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Astronomia. — Configurazioni di equilibrio di corpi fortemente 
implosi. Nota II n  del Corrisp. Livio G ratton .

1. Nella N ota  anteriore (1) sono stati comunicati i risultati dell’integra- 
zione delle equazioni differenziali dell’equilibrio di una distribuzione di m a­
teria a sim m etria sferica, assum endo valide le equazioni della R elativ ità  
Generale e supponendo che la relazione fra la densità e la pressione del fluido 
sia rappresenta ta  da u n ’equazione del tipo

( 0  p^2 =  3 P +  Q PL

con Q e^q ( <  1) costanti.
Nella N o ta  presente questi risu lta ti saranno discussi con riferim ento 

ad alcuni problem i particolari, m a prim a è necessario esam inare brevem ente 
un caso lim ite di notevole interesse.

Quando l’energia di riposo delle particelle che costituiscono la m ateria 
d iventa trascurabile di fronte alla loro energia cinetica (caso relativistico 
estremo)^ l ’equazione (1) si riduce a

(2) P =  — P^.

Se allora poniam o, analogam ente a I,

f r  =  A 5,

(3 ) ] P =  Bcp ,

e teniam o conto della (2), le equazioni (4) di I si riducono a

(4 )

dd r' 0

I d<p_ 2 (3 0/5 +  59 )<P
d i  3 1— 6 ’

purché le costan ti dim ensionali A  e B siano scelte in modo da soddisfare 
la condizione

BA2 = c*
247TG

(*) Nella seduta del 14 novembre 1964.
(1) L. GRATTON, « A c c .  dei Lincei, Rendiconti della Classe di Scienze fisiche, mat. e 

naturali» (in stampa); questa Nota sarà citata brevemente nel seguito come I.
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Le equazioni (4) devono essere in tegra te  con i valori iniziali 

0 =  o , 9 =  9 ,, per 5 =  o.

Si può, però, osservare che le (4) am m ettono una trasform azione omolo­
gica, cioè se si m oltiplica la variabile \  per una costante, a, la 9 per 1 /oc2 e si 
lascia invaria ta  0 , le (4) non cam biano di forma. Ciò perm ette di fissare una 
volta per tu tte  9 , =  1, senza perd ita  di generalità.

Gli sviluppi in serie necessari per iniziare l’integrazione per \  — o sono, 
allora,

(5) \

Lo studio delle equazioni (4) è particolarm ente agevole nel piano delle 
variabili

(6)

dlogm  
d log r 9
dìog P 
dìogr

Si vede, invero, facilm ente che il sistem a (4), a causa delle relazioni 
di omologia si trasform a nella unica equazione del i° ordine nelle variabili 
U  e V
( V dXJ V 6 — 10U — 3V — UV
W  ~ d V ~  U~ 2(3 +U )(3 — U —V) ’

che è m olto simile ad equazione del caso isotermo classico, come deve essere.
L ’andam ento della soluzione della (7) corrispondente ad un valore finito 

di 9 al centro è s ta to  indicato nelle figure 1 e 2* della N o ta  I, perché n a tu ra l­
m ente ili caso relativistico estrem o corrisponde al caso lim ite dell’equazione (r) 
quando Q -> o o, in un certo senso, quando il valore di 9*, nelle equazioni 
della N o ta  I, diviene grandissim o, perché allora il prim o term ine nel secondo 
m em bro della (1) diviene prevalente sopra la m aggior parte  della configu­
razione.

Ora, è facile vedere che la (7) possiede un punto  singolare nel pun to  
U  =  1 , V  =  2, che ha il ca ra tte re  di un « vortice »; la soluzione che ci in te ­
ressa si avvolge a spirale in torno  a questo punto, senza raggiungerlo per 
nessun , valore finito di

Questo significa, fisicamente, che una distribuzione sferica di m ateria  
relativistica estrem a non può possedere un contorno, m a deve estendersi 
fino a distanzia infinita, come avviene anche per la sfera isoterm a nel caso 
classico. Inoltre, anche la m assa to tale è infinita.

T u ttav ia , il valore di 0 è sempre finito e tende al valore 3/7 =  0.429 
quando £ -> 00, passando a ttraverso  una successione infinita di massim i e
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m inim i (corrispondenti ai p u n ti in cui U  =  1). Il prim o massimo a partire  
da £ =  o, che è anche il massimo assoluto di 0, risu lta  uguale a 0,493, in base 
all’integrazione num erica delle equazioni.

2. L ’esistenza di questo massimo di 0 nella configurazione relativistica 
estrem a ha una conseguenza di grande interesse teorico.

Dalle equazioni generali dell’equilibrio (4) della N ota I, si vede infatti 
che un punto  nell’interno di una configurazione in cui 0 — 1, deve corri­
spondere ad una situazione fisica anormale, perché per 0 =  1 il g radiente 
della pressione diviene infinito.

D irettam ente questo si ricava anche dall’equazione (7) della I, da cui 
risulta che per 0 =  1 , =  o; richiam andosi al significato di quale coef­
ficiente di dr2 nell’elem ento lineare

ds2 =  ev c2 dt2 —  r2 (dd2 +  sin2 0 d<D2) —  e*- dr2,

si vede allora che nei p un ti in cui 0 =  1, la velocità della luce m isu rata  in 
un sistem a di riferim ento associato alle coordinate r  , 0 , ® , t deve annullarsi 
m entre, naturalm ente, in un sistem a di riferim ento proprio risu lta  sempre 
uguale a c. E  invalso l’uso di chiam are singolarità d i Schwarzschild una 
situazione come quella descritta.

U n a  singolarità di Schwarzschild non è una singolarità m atem atica vera 
e propria, perché la cu rva tu ra  geom etrica dello spazio-tem po è sem pre finita 
ed anche dal pun to  di vista fisico il suo significato non è ben chiaro. Per 
esempio, per un osservatore lontano una particella che cada verso una 
singolarità di Schwarzschild im piega un tem po infinito per raggiungerla 
(perché la sua velocità apparente tende a zero); d ’a ltra  parte , per un osser­
vatore in m oto con la particella, il tempo per raggiungere la singolarità è 
finito,. Ciò è dovuto, naturalm ente, alla differenza fra il tempo t  ed il «tempo 
proprio » della particella.

Così pure, una riga spettrale emessa da un atomo che si trovi sopra una 
singolarità di Schwarzschild apparirebbe « infinitam ente sposta ta  verso il 
rosso», cioè la frequenza m isurata  da un osservatore lontano sarebbe nulla; 
la riga non sarebbe quindi osservabile. In  altre parole, nessun segnale può 
provenire da p un ti s itu a ti sopra una singolarità di Schwarzschild.

Q uesta situazione sem bra a m olti fisicamente assurda e porta, effetti­
vam ente a m olte difficoltà, segnalate, fra gli a ltri da W heeler (2) e coll.; è 
pertan to  in teressante osservare che lo studio del modello poli tropico com­
piuto  in queste note m ostra  che una singolarità di Schwarzschild m olto 
diffìcilmente potrebbe esistere in natu ra , per lo meno in configurazioni 
statiche.

(2) J. A. Wheeler ed altri, Gravitational Collapse and Bayron conservation, citato in 
I, nota (4).
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Invero, è facile vedere che in una configurazione politropica del tipo 
di quelle stud ia te  in I , 0 è nullo al centro, cresce verso l ’esterno fino ad un 
certo massimo Qm (in corrispondenza ad U  =  i) e poi decresce fino alla super­
ficie. D ’a ltra  parte  se consideriamo la fam iglia di configurazioni corrispon­
denti ad un indice politropico n  dato, si trova (benché non esista per ora 
una prova rigorosa) che 0W cresce mono tonicam ente al crescere del param etro  
centrale cptf. M a la configurazione re lativ istica estrem a è, come notato , un caso 
lim ite di ogni fam iglia di configurazioni poli tropiche corrispondente ad un 
valore m olto grande di cptf.

Ne segue che per nessuna fam iglia politropica dm può superare il valore 
massimo corrispondente alla configurazione relativ istica estrem a, cioè 0,493. 
In  p ra tica  in tu tte  le configurazioni calcolate in I, si è trovato  un valore di 
Qm considerevolm ente al di sotto  di questo limite.

Incidentalm ente questo d im ostra che l’energia di legame di una confi­
gurazione s ta tica  non può superare una certa frazione dell’energia propria. 
In fa tti dalla (16) della no ta  I, si ricava

M-i gì
M (R) _ I d\x < - 1 / ^  1   T/1T

M /  f i — 0 J  f i  — Qm f i — 0,493 ^
0 0

Q uindi la differenza fra M (R) ed M non può superare il 40% ; questa 
è dovunque la m assim a frazione della m assa di una certa q u an tità  di m ateria  
che può essere convertita  in energia per mezzo di una contrazione g ra v ita ­
zionale quasistatica a partire  da una configurazione dispersa all’infinito.

E  da notare, però, che questa frazione è molto maggiore di quella che 
si può trasform are in energia attraverso  reazioni nucleari, la quale non può 
superare l’i %.

3. L a stabilità dell’equilibrio delle configurazioni s tud ia te  m erita  una 
considerazione m olto a tten ta . Qui si considera solo la s tab ilità  per v ib ra­
zioni radiali.

A  tale scopo si deve partire  dalle equazioni generali (2) della N o ta  I 
trascurando i term ini in v2 e nei quadrati delle derivate rispetto  a t . Sia £ lo 
spostam ento di un elem ento di fluido rispetto  alla posizione di equilibrio, 
SP e Se le (piccole) variazioni di P ed e dovute alle vibrazioni. A llora l’u l­
tim a delle equazioni (2) di I porge

er-i$k =  — K ( P  +  é ) r t

ricordando la (3) della N ota I. Qui SX indica la piccola variazione di X dovuta 
allo spostam ento Q uesta equazione può essere in teg ra ta  ottenendo

(8) r l SX =  —  K (P +  e) r t,

assumendo £ =  o per t  =  o.
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Per mezzo della (8) si ottengono ora facilm ente le equazioni delle piccole 
oscillazioni

(9) 2 + i * x - v ? . +  8P' +

+  -  (X' +  v') SP +  -  v' (SP +  Ss) -  ±  (X' +  v') (v' +  i )  (P +  s) n  =  o,

(10) Ss =  — —  [ r *  (P +  e) Q '  <*>.

Se ora si im piega l’equazione (i)  per elim inare SP e Ss, da (9) e (io) si 
o ttiene una equazione lineare alle derivate parziali che dà luogo ad un tipico 
problem a di S tu rm -L iou  ville. Con m etodi classici (4), dopo un certo num ero 
di passaggi p iu ttosto  tediosi si perviene alla seguente equazione agli au to­
valori:

(H) G2 e* 2 7)2 dr *

R

V0

iU+v)
r 2 (P -f e) dz \d r  j

r2 (P -f- s) 

R 

. K P +  - V \ y f d r;
0

Il significato di questa equazione è il seguente: per ogni possibile funzione 
7] di r  che soddisfa le condizioni al contorno, y) =  o per r  =  o e per r  =  R, 
quella che rende m inimo il valore di <j2 ricavato dalla ( n )  è Pautofunzione 
del problem a (a parte  un fa tto re  di normalizzazione) re la tiva alla vibrazione 
fondam entale ed il valore m inim o di a2 è il quadrato  della frequenza corri­
spondente. L a condizione necessaria e sufficiente per la s tab ilità  è n a tu ra l­
m ente che questo m inim o sia positivo, cioè che la frequenza sia reale.

A ssum endo valida la relazione (i) e passando alle variabili E, , cp , 0 di I, 
la (36) si trasform a nella equazione

(12) a2 /  (1 +  4<p)(n~-3)M
I — 01 J £2 <p* (! _  0)3/2 

Q
l f d l  =

j  $2 9”- 1 (1 +  4 <pì(”+5)/4 +  3 9) (1 —9)1/2

£ V +1 +  1
2 J  l 2 (i +4<?)(x + m ( i —  6)s/2 0

rf  d i ,

(3) S. C h a n d ra se k h a r , « Phys. Rev. Lett.», 12, 114.(1964); « Phys Rev. Lett.», 12 
(E), 437 (1964).

(4) R. C o u ra n t e D. H ilb e r t ,  Methoden der Mathematischen Physik, I, 344 sg. (1931).
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dove si è posto, per b revità , co =  A g/c. Siccome tu ttL g li in tegrandi sono 
essenzialm ente positivi, la condizione di s tab ilità  è che il prim o integrale 
a 2° m em bro sia m aggiore della m età del secondo per qualunque funzione 
Y] che si annulli al contorno.

In p ra tica  in casi simili si suole assum ere per rj una « funzione di prova » 
conveniente. Se per questa co2<  o, ovviam ente, il sistem a è instabile; se 
co2 > o ,  invece, non si può afferm are che il sistem a sia stabile, poiché è possi­
bile che con u n ’a ltra  scelta di vj , co2 sia negativo. P ertan to  il calcolo dà solo 
una condizione sufficiente per la instab ilità .

U n a  scelta conveniente di rj è

V =  £3 9  0  + 4 ? ) ,
cioè

V)‘-~  r2 (P +  s ) .

Il calcolo m ostra allora che tu tte  le configurazioni corrispondenti ad 
n =  3 ed anche m olte delle configurazioni corrispondenti ad n — 3/2 sono 
instabili. Le sole configurazioni calcolate in I e (probabilm ente) stabili sono 
quelle per n  =  3/2 e cp,<<o,2.

Questo risu ltato  non era inatteso, in vista del fa tto  che le poli tropiche 
ordinarie con 3 sono instabili e quella con n =  3 è « indifferente ».


