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Econom ia matem atica. -— I l  concetto di epoca nell'economia mate­
matica n . Nota di S a l v a t o r e  C h e r u b i n o , presentata ((*) **} dal Socio 
B . S e g r e .

1. L ’economia politica d iven ta  econom etria quando si affrontano que­
stioni che involgono concetti s ta tistic i e m atem atici che sono propri della 
m isura delle grandezze economiche. Ponendosi su questa strada essa ha b i­
sogno di leggi economiche accurate e da ti statistic i suffic ien ti(1).

Nel simposio tenu to  alla Royal statistical Society, nel i960, J . Robinson 
espresse l’opinione che il massim o inconveniente deH’econom etrica è quello 
di appoggiarsi sul concetto di equilibrio generale che appare una condizione 
lim ite del tu tto  irreale (2). A  questo d ifetto  è stato  ovviato trasform ando le 
equazioni caratteristiche in disuguaglianza. M olte altre cause di deficienza 
sono sffite lam entate  da vari studiosi.

L a scarsa accuratezza n o ta ta  da H aavelm o dipende talvolta dal lin- 
guaggio comune che non perm ette  di esporre concetti e definizioni con la neces­
saria chiarezza. Gli schemi di lungo e corto periodo vengono, secondo M ar­
cirai (3), d a ti in m odo confuso e con tradd itto rio  perseguendo l’uno, quello 
di lungo periodo, le flu ttazioni che non può avere l’altro. Si po trebbe dire, 
col di Fenizio, che tale distinzione si può giustificare solo se può tornare u tile  (4). 
Il che è un mezzo elegante per evitare la definizione. La distinzione dei feno­
m eni secondo che si svolgono in periodi di tem po brevi, medi e lunghi abbi­
sogna, per essere soddisfacente, di una base concettuale che abbracci il feno­
meno dal suo sorgere per poi declinare sino ad estinguersi o sino alla ripresa.

U na tale base può darsi a mezzo del concetto di intervallo di regolarità 
e di pausa .

Il prim o è un periodo di tem po in cui tu tte  le grandezze economiche 
considerate come flussi presentano con tinu ità  e derivabilità . P a u s a  è un 
intervallo  di tem po in cui alm eno uno di questi flussi non ha con tinu ità  o 
m anca di derivata . L ’insiem e degli in tervalli di regolarità e delle pause di 
un sistem a economico d u ran te  il quale il sistem a non cam bia to ta lm ente  di

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei Gruppi di ricerca matematica del C.N.R.
(**) Nella seduta del 14 novembre 1964.
(1) TRIGVe Haavelm o, The role o f the economirvam in the alvamement of Economie 

theorie, «Econometrica», n. 26, pp.352-357.
(2) M . ARCELLI, Crisi deWeconometrica o errata impostazione metodologica}, «L’Industria », 

n. 1 del 1961, pp.33- 44, P- 37.
(3) M. MÀrchal, Méthode scientifique et science économique, Paris, Génin, 1955, 

pp. 266-273.
(4) Di Fenizio, Le leggi delVeconomia. Diagnosi, precisioni politiche congiunturali in 

Italia, «L’industria», 1959, pp. 13-15.
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s tru ttu ra  si dice epoca', fra due in tervalli di regolarità c’è una pausa ad essi 
adiacente. Epoca è un  in tervallo  di tem po in cui gli spasm i delle pause non 
provocano cam biam enti notevoli nella s tru ttu ra  del sistem a, cioè la m atrice 
dei coefficienti tecnici resta  pressoché invaria ta  nel passare da un intervallo 
di regolarità a un altro  successivo, in particolare restano all’incirca costanti 
le m olteplicità delle radici caratteristiche della m atrice di d e tti coefficienti 
e quasi in a lte ra ti i coefficienti tecnici, quindi la riducib ilità  della m atrice ri­
m ane sostanzialm ente la stessa sia pel num ero delle sottoeconom ie che nelle 
loro caratteristiche essenziali. Il passaggio a ttraverso  le pause non provoca 
m utam en ti sensibili nell’aspetto  della m atrice dei coefficienti tecnici. Q uesta 
viene più o meno sconvolta, m entre  dura ciascuna pausa, m a non subisce, 
in definitiva, m u tam en ti considerevoli nel passare d a ll’uno all’altro  in te r­
vallo di regolarità della stessa epoca. C am biam enti di epoca possono esser 
provocati da pause partico larm ente intense che dànno luogo a m u tam enti 
perm anenti o cospicui nella m atrice dei coefficienti tecnici, cioè nelle ca ra t­
teristiche del sistem a economico relativo.

2. Fenom eni di breve, medio e lungo termine sono ca ratterizzati non solo 
dalla loro du ra ta , m a anche da ll’in tensità  del periodo di pausa che com­
prendono, cioè sono classificati secondo il prodotto  della d u ra ta  per l’in­
tensità  della pausa. Il fenomeno occupa un certo num ero p di in tervalli di 
regolarità e certe m  pause. Siano L s , j  =  1 , 2 , • • •, [x, le lunghezze degli 
in tervalli di regolarità, lrì r  =  1 , 2 , • • •, m, le lunghezze delle m  pause, ir , 
r  =  1 , 2 , • • • le loro in tensità . La lunghezza del fenomeno è:

p, n

2 L s + 2 l r ,
s = ì  r —1

m entre la in tensità  di pause dello stesso fenomeno è:

m

V (0  =  2  K ir (t) ,
r —1

dove abbiam o preso eguale a zero l’in tensità  di ogni intervallo  di regolarità. 
Il num ero v (/) si dice intensità complessiva àe\ fenomeno. Essa vale v (V), che 
può essere di piccola, di media grandezza o grande. Q uesta piccolezza o g ran ­
dezza viene giudicata con un  criterio che dipende dal tem po in cui si presenta.

Se m  =  o, v (t) è certam ente m inim o (zero) ed il fenomeno si dice di 
breve term ine e di in tensità  di pause m inim a ( =  zero).

Se m =  1, il fenomeno avrà una certa d u ra ta  m aggiore di quella in cui 
m  =  o, ed una in tensità  di pause maggiore di zero, quindi non può dirsi 
senz’a jtro  di breve term ine. Sarà di breve, m edia o grande in tensità  secondo 
che v (|7) risu lti piccolo, m edio o grande, il che dipenderà dal tem po in cui 
avviene il fenomeno. Se la sua d u ra ta  è piccola, generalm ente anche v (t) è 
piccolo; se la d u ra ta  è grande o m edia, generalm ente anche v (t) è grande o 
media. M a non accade sempre così, né avviene sem pre il viceversa.
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Quando i periodi in cui accade il fenomeno siano ciascuno adiacente al 
successivo e com inciano tu t t i  nello stesso istan te , si ha che la in tensità  di 
pause aum enta con la du ra ta , e viceversa. In  tal caso il num ero delle pause 
aum enta o dim inuisce insieme alla loro in tensità  complessiva v (7): ciò accade 
anche quando si abbiano più setto ri del sistem a economico interessati dal feno­
m eno contem poraneam ente. A ltrim enti nulla si può dire, cioè non si può 
afferm are che il fenomeno sia più intenso o meno intenso nelle sue pause 
secondo il num ero di esse.

Concludiam o che:
se si ha a che fare con fenomeni che hanno inizio tutti nello stesso istante 

e che avvengano in intervalli di tempo ciascuno adiacente al successivo, anche se 
i l  fenomeno interessa p iu  settori contemporaneamente, i periodi di breve, medio e 
lungo termine sono anche fenomeni di breve, media e lunga intensità di pause. 
Quindi: sono a periodo di breve termine quelli operanti in un solo intervallo di 
regolarità o in due 0 p iù  separati da pause corte e poco intense; sono fenomeni 
a medio 0 lungo termine quelli operanti in un certo numero limitato 0 grande di 
intervalli di regolarità, separati da pause non lunghe e poco intense, ovvero da 
pause comunque lunghe e di qualsiasi intensità.

3. Nel caso generale di periodi di tem po aventi origine differenti e di 
settori contem poranei, sia t\ il tem po in cui si verificano le pause del feno­
meno, v (7) la in tensità  complessiva e si ponga:

Q uesto rapporto  si d irà intensità relativa delle pause del fenomeno. Se si 
t ra t ta  di più settori, che sono contem poraneam ente investiti dal fenomeno, 
le pause com uni conservano la stessa in tensità di u n ’unica pausa, cioè le pause 
comuni si confano per una sola di lunghezza massima; sicché t rim ane inalte­
ra to  insieme alla in tensità  complessiva, v (7). Se occorre elim inare un settore 
o una pausa o ridurne l’in ten s ità  si supporrà che ciò sia fa tto  e calcolato 
v (7) e 7l dopo aver fa tta  l’elim inazione o riduzione.

Se, qualunque sia la d u ra ta  dell’epoca in cui si verifica il fenomeno, 
v (7), ovvero 7l o en tram bi superassero i lim iti giudicati sopportabili dall’eco­
nom ia del sistem a, il fenomeno en trerà in u n ’a ltra  epoca dello stesso sistem a 
e si d irà  che questo è in crisi. I criteri coi quali si fissano i valori sopportabili 
di v (7) e di t sono variabili col tem po e possono fissarsi con una certa arb i­
trarie tà , anch’essa variabile col tem po. L ’epoca si dice di prim a specie se per 
essa è costan te il valore che si giudica sopportabile per v (f)\ si dice di se­
conda specie s^ è costan te il valore che si giudica sopportabile per t , intensità 
relativa. Se tajli valori sono en tram bi costanti l’epoca si dice di terza specie o 
normale.

Anche la durata di un'epoca è variabile secondo il tem po o l’arbitrio  
di chi la fissa. Il rapporto  t conviene fissarlo eguale ad uno; il lim ite d i tem po
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h, conviene sceglierlo eguale alla d u ra ta  dell’epoca. R estano così fissati, in 
base all’epoca (che resterà  in certa m isura arb itra ria) i valori sopportabili 
di v (t) e di t , che assegnano la specie dell’epoca.

4. Supponiam o di avere a che fare col caso norm ale, con t =  o. Poiché 
t\ è finito, sarà necessariam ente v (t) =  o; essendo le pause tu tte  d istin te  e 
di in tensità  finita diversa da zero, saranno eguali a zero le loro lunghezze. 
Cioè le pause sono dei punti. A llora l’in tervallo  di regolarità é uno pseudo- 
intervallo e sarà tale ogni suo componente.

Consideriam o le trasform azioni evolutive del sistem a economico. Esse 
sono soluzioni di un sistem a di equazioni differenziali, lineare ordinario di 
prim o ordine, con la m atrice dei coefficienti funzione del tem po. Q uesta m a­
trice supponiam ola integrabile secondo Lebesgue in uno pseudo—intervallo 
di regolarità nel quale si m antiene finita. Si tra tte rà  di trasform azioni 
assolutam ente continue 5 6 (7) nello stesso in te rv a llo (8) 9, perciò a variazione 
lim ita ta  con deriva ta  finita in quasi tutto l’intervallo  predetto  (10).

Lo stesso accade per la trasform azione evolutiva^ dei vetto ri surprodu- 
duzioni-survalori che è omogenea e di quella non omogenea trasfo rm ata  dalla 
precedente, con la m atrice delle disuguaglianze caratteristiche, che portano 
il vetto re surproduzioni—survalori nei corrispondenti consumi m assim i pos­
sibili e nei costi u n ita ri di forza-lavoro (11) al tem po t .

A ltre ttan to  può ripetersi per le trasform azioni evolutive operan ti su ogni 
a ltra  coppia di vetto ri associati finiti ed am m etten ti derivate finite in quasi 
tu tto  l’intervallo  o pseudo-intervallo  in cui il sistem a si integra. Q ueste coppie 
di vetto ri associati operano tu tte  nello stesso pseudo-intervallo  di tem po 
descrivendo gruppi fra lóro isomorfi <12 13) di trasform azioni evolutive. Le tra ­
sform azioni operan ti sulla stessa coppia e nello stesso pseudo—intervallo  de­
scrivono gruppi com m utativ i (13>. L ’isomorfismo e la com m utativ ità  è rigorosa, 
perché si opera sempre sullo stesso pseudo-intervallo  di regolarità: è questo 
il vantaggio che possiede il caso norm ale con t =  o. Si com prende così come 
fiel caso generale questa com m utativ ità  e questo isomorfismo che sussistono 
nei singoli in tervalli di regolarità diventino quasi com m utativ ità  e quasi 
isomorfismo (14).

(5) Per la nozione di pseudo-intervallo vedesi L. T o n e lli, Calcolo delle variazioni, 
voi. I, Bologna, Zanichelli, n. 40, pp. 122-124.

(6) S. Cherubino, Gruppi evolutivi di un sistema economico, « Rend. Matem. di Roma » 
(1-2), voi. 22, cap. Ili, pp. 295-316; § 2, pp. 312-313.

(7) L. Tonelli, loco cit. (s), cap. V, n. 57; p. 965.
(8) Ibidem, cap. I, n. 16 a), p, 62.
(9) Ibidem, cap. I, n. 16 c ) ,  n. 58, p. 166.
(10) Ibidem, cap. Ili, n. 45 d), pp. 139-140.
(11) Gruppi evolutivi cit., p. 303 (2.11).
(12) Ibidem, paragr. 2.4, pp. 307-309.
(13) Ibidem, paragr. 2.5, p. 309 e 2.6, pp. 311-312.
(14) Ibidem, paragr. 2.5, pp. 309-311.
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5. Fin qui ci siamo occupati delle trasform azioni evolutive che operano 
m ediante un sistem a di equazioni differenziali lineari ordinarie di prim o 
ordine o ttenu to  esprim endo il 2 n vetto re produzioni-prezzi col 2 ^ -v e tto re  
derivato dei prezzi-produzioni. Questo sistem a si condiziona m ediante le disu­
guaglianze caratteristiche che legano le produzioni-prezzi ai consum i-forza di 
lavoro, trasform andosi in un sistem a fra le surproduzioni-survalori o queste 
alle produzioni-prezzi: il prim o è un  sistem a omogeneo, il secondo è non 
omogeneo. Così per le a ltre  coppie di vetto ri associati.

Il L eo n tie f(15), invece, chiam a dinam ico il sistem a che lega soltanto  il 
vetto re delle produzioni al suo derivato. Questo è o ttenu to  nell’am bito dei 
soli coefficienti tecnici, m entre  il precedente è o ttenu to  in quello delle rea­
zioni di m ercato e dei coefficienti tecnici, adoperando le disuguaglianze ca ra t­
teristiche. Il sistem a di Leontief presuppone l’equilibrio generale, m entre 
il nostro ne fa a meno. Pel secondo (di Leontief) come pel prim o, si può 
far l’ ipotesi che i coefficienti del sistem a siano integrabili su uno pseudo­
intervallo di regolarità, e si o ttiene la com m utativ ità  del gruppo di trasfor­
mazioni.

(15) Studies in the structure o f the American Economy (Oxford University, 1953), parte I, 
3- PP- 53-9°. paragr. II, pp. 55-58.


