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Analisi matematica. —  Soluzioni quasi—periodiche dellequazione 
non omogenea della membrana vibrante, con termine dissipativo qua­
dratico^. N ota I di G io v a n n i P r o u se , presen ta ta  (**} dal Corrisp. 
L. A m e r io .

Sia Q un aperto lim itato e connesso del piano -x == (x\ , X2), do tato  della 
proprietà di cono e sia T la sua frontiera.

Consideriamo l’equazione

( 1 . 1) 32 u
c7]2

d u  j 9 u  
3t) j 3t] (x eQ., 7] €J =  (— 00,00))

corrispondente al m oto di una m em brana soggetta ad una forza esterna 
/  (# , 73) e ad una resistenza passiva, di tipo viscoso per piccoli valori della 
velocità, di tipo idraulico per grandi valori. A m m etterem o che il bordo della 
m em brana sia fisso: di conseguenza, le soluzioni soddisferanno alla condi­
zione al contorno

(1.2) u |r x j =  o.

Posto

u (73) =  { u (x  , rj) ; x e Q}

«"(>])=
\ 32 U (x , 7])

*'(*)

Au (rj)

\ du (X , 7])
3t) ; x e £2 [ ,

32 u  , 92 u  ~ )
~dx(+ *4 '’x e Q \ ’3r)2 , -  -  -  (

/<J]) =  { / ( *  > 7l) 6 O} . \a(y\) \b r̂ì) =  { \ a ( x , r ì ) \ b  (x,rì )- ,xeO.},

scriveremo la (1.1) in form a operazionale:

0 -3) u" (JÙ —  (7]) +  u (73) +  | u (73) | u (73) — f  (ri).

Seguendo la definizione d a ta  da Lions e S trauss [1] (***> diremo che u  (73) 
è una soluzione (in senso debole) in Jo =  [o , 00) della (1.3) corrispondente al 
problema di frontiera  (1.2) ed alle condizioni iniziali

(1.4) u(o)  =  o , u (o) =  o,

(t) Istituto matematico del Politecnico di Milano. Gruppo di ricerca n. 12 del Comi­
tato della Matematica del C.N.R. per l’anno accademico 1963-64. Durante lo svolgimento 
di questo lavoro, l’autore ha usufruito di una borsa di studio del C.N.R.

(**) Nella seduta del 14 novembre 1964.
(***) Per la bibliografia ved. Nota II.
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qualora siano verificate le condizioni'.
ay) u f t)  e L £ c (Jo ; H j ) , U (yj) e L&  ( J 0 ; H j) ', »" ft)  e L £  ( J 0 ; L2) (U;
b\) u (fi) soddisfa alVequazione

0 -5) j ' {  f t "  f t ) . ^ ft))L. +  f t  ft) , h ft))H; +  f t ' ft) , A ft)L, +
Jo

+  ( I u f t)  I u f t)  , A ft))L> } =  J  ( /  f t ) . h f t))L* <ft
Jo

h (fi) eLjoc (Jo ; H o), a supporto compatto', 
ci) Siano soddisfi atte le (1.4) (le quali hanno senso in quanto, per la 

condizione ai), u (yj) e u (fi) sono continue come funzioni a valori rispettiva­
mente in  H j ed L2).

A nalogam ente (cfr. [2], [3]), diremo che u (yj) è una soluzione (debole) 
della (1.3) in J se:

a2) u (7)) e L Z  (J ; H o ), * ' f t)  6 (J ; H j ) , u" f t)  e L £  (J ; L2) ;
b2) u (yj) soddisfa alPequazione

ft -6) j { ft" ft) .h ft)L* +  f t  ft) > ^ (yi))h; +  ft' f t ) .  ̂ ft))L» +
j

+  (  f t '  f t )  f t '  f t )  - h  f t ) V  } =  j  ( J f t )  f t  f t ) V < f t
]

ogni h (fi) e Li2oc (J  ; H o), <2 supporto compatto.
N otiam o che le derivate vanno sempre intese nel senso della teoria delle 

distribuzioni. Le funzioni considerate si supporranno reali.
Introduciam o le seguenti notazioni.

E =  H j X L 2 ; posto ù  (y]) =  { u (73) , u (yj) } ,
sarà

ft -7) I « ft) 111 =  1 U ft) II21- +  Il «' ft) 111» •

Nel seguito indicheremo, per sem plicità, con u (tj) la funzione ù  (yj), preci­
sando lo spaziò in cui tale funzione va considerata; si scriverà perciò || u (fi) ||E 
in luogo di J ù  (yj) ||e .

Posto Aq == [o , 1], indicherem o con Lo lo spazio I /  (Ao ; L^). Sia poi 
u ( f i)  una funzione 6 Lo ; a u (t +  y]) , y] 6 A o , possiamo far corrispondere in

(1) Con Lfofc (Jo ; Hj) viene indicato lo spazio delle funzioni a valori in H j, di potenza 
^-esima sommabile su ogni compatto C Jo ; Hj è lo spazio delle funzioni di x i , X2 a quadrato 
sommabile in O insieme alle loro derivate (intese nel senso delle distribuzioni) ed uguali a 
zero (in senso generalizzato) su T .

18. — RENDICONTI 1964, Voi. XXXVII, fase. 5.
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J una funzione a valori in Lo, che diremo ancora u(f) ,  ponendo u( f )  =  
=£= { u (t -f- y]) ; Y] G Àq }, ed inoltre

j r 11/2
C1-8) ||« (01i^ =  | J  II «  (  ̂+  >)) |)l. ^  | •

A.

D etto  infine K  un generico spazio di Banach, indicherem o lo spazio 
1/  (Ao ; K) con U  (K).

E stato  d im ostrato  in [1] che esiste in Jo una ed una sola soluzione u (y)) 
della (1.3) soddisfacente alle (1.4) qualora f  (yj) e L?oc (J 0 ; L 2) , / '  (f  ) e Lfoc ( J 0 ; L2). 
Tale soluzione si o ttiene con il m etodo di Faedo-G alerkin nel modo seguente. 

Ind icata  con { gj }  una successione di elem enti eHo ,  linearm ente indipen-
n

denti e densi in H j e d e tta  un (y\) =  ^  &kn(y\) gk la soluzione del sistem a
k=*i,

C1 -9) {Un (yì) , g j)  L« +  (un (7]) , gj)uì +  (un (y]) ,£y)L* +

+  (  I C*D I Un (yì) igf)u =  ( /  O D , ^ / ) l *  ( y  ■= i  > • • • » ) ,
soddisfacente alle condizioni iniziali

(1.10) un (o) =  o , un (o) =  o ,

si può estrarre  da { (y)) } .una sottosuccessione (che diremo ancora {^(73)}) 
in modo che risulti, per ogni Ax€Lo (E)

(1.11)

(1.12) 

Inoltre, se

l im  I ( u n  ( i  +  7)) —  u  ( t  +  v ) )  , h x  (73) ) Etffy =  o  ,
M->00  J

Ao

lim / (^« (V +  7)) —  u (t +  7]) , hx (t]))e  d -Y ]  =  o .
n  — 00 J

A0

su p I /(^ ) ||L? =  M o < o o  , 
^Jo

allora [3] si ha, per yjg J o,

(■!■'•14) |U ( 7])1e ^ K

(essendo K  una q u an tità  dipendente solo d a /  e da O) ed inoltre, per ogni n ,

(1.15) K O D I M K .

Le ( i . n ) ,  ( l i 2) e (1.14) seguono appunto  dalla ( l i 5) in terp re tando  lo spazio 
L°° (Ao ; E) come il duale di L j (E) e tenendo presente che nella topologia 
debole* la sfera un ita ria  è com patta  [4].

Nel presente lavoro dimostreremo, ai §§2 e 3, Vesistenza e Vunicità d i 
una soluzione u (yì) E—limitata in  J della (1.3) qualora f  (t) e f ' ( t ) siano 
^ - lim ita te  in  J ; dimostreremo, in p iù , che anche la derivata u (yì) risulta
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^.-lim itata in  J. N el § 4 faremo poi vedere che la traiettoria di ù(fi) è E -relativa­
mente compatta e proveremo, infine, che se f  (t) è \\-debolmente quasi-periodica, 
ù (fi) risulta K—quasi—periodica.

Se quindi f  (fi) è periodica d i periodo T, anche ù (fi) è periodica con periodo 
T: si riottiene così un precedente risultato [2].

2. D im ostriam o an z itu tto  il seguente teorema.
T eo rem a  2.1. — Supponiamo che il  termine noto soddisfi, oltre alla (1.13), 

anche alla relazione

(2.1) sup II/' (t) |jL. =  M j <  00 .
t £ Jo

Allora , detta K una quantità dipendente solo da Mo , M i , D, risulta , per 7] e j 0,

(2.2) 1 u (fi) ||E ^  K .

Perché il teorem a sia dim ostrato , basterà, in v irtù  della (1.12), far vedere 
che è, per y)GJ0

0-3) ||^(7])||e < K .

Osserviamo an z itu tto  che, per le ipotesi fa tte , possiamo derivare le (1.9), 
o ttenendo

(2.4) (uii (7)) , g j)^  +  (U„ (7)) , gj)Hl +  (ui, (•/]) , gj)u  +  2 (| U„ (7)) | U1 (7)) , gj)L, =

=  L> ( j  =  I •

M oltiplichiam o le (2.4) per ocfi (fi) e sommiamo; si ottiene 

(2‘5) (Un (fi) > Un (f i f j j  “T (fi'n (fi) > Un \u n (t)) j£,

+  2  ( I ( f i )  | Un ( f i )  , U n (y]))l . =  ( f  ( f i ) , ( f i ) f i

ossia anche, in tegrando tra  due generici valori di 7)eJo, 7)1 ed y)2:

(2-6) II 0q2) li! — Il Oqi) 1! ~

'Ha

= j  I Oq) JIl» —  2"( I Un (r\) | Un (ri) ,u„ +  ( f  (ri) , u i Cq))l , } « / .
ni

M oltiplicando poi le (2.4) per oc}* (y)), som m ando ed integrando fra ed y)2 , 
risulta analogam ente,

yia

(2.7) (ui (tj2) , a ' (y)2))l« — (X  (7)1), tin  (t]x))l» +  j  {— 1| ui (ri) u„ (ri) |2 , - f
ni

+  (ui (ri) , un +  2 ( \ u'„ (ri) \ u'i (ri) , u„ —  ( f  (ri) , un (-/]))L>} dr\ =  O.
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Si ha poi [1 ] :

(2.8) Il u„ (o) |l; +  2 ( | un (o) | ( o ) , Un (o))L; <  K | (2).

Consideriamo un generico punto  7) e J0 e dim ostriam o anz itu tto  che risulta

(2.9) I un (vj +  i ) I  <  m ax ( I ùn ®  I l , K 2) ,
<s>- # _

essendo K una costante indipendente da 7).
Supponiam o, in un prim o tempo, che risulti

(2.10) Il tin (ij) ||l; +  2 (| un (yj) | u„ (vj) , un (7j))L; <  m ax ( K , , M i) =  K j .

Esistono allora due pu n ti r[„ € y\n e v) -(- , Y) -(- 11 nei quali è

(2.11) | Un (>]») ||l* <  4  K !  , Il Un (y\„) ||l* <  4  K \ .

Applichiam o la (2.7) all’intervallo \y\n , 7)*]; si ha, tenendo presente le 
(1.15), (2.1), (2.10), (2.11) e la disuguaglianza di Holder:

(2 .12) 1 1 Un (7]) 12 J d r i  =  --- (u „  (7]*) , Un (y)«))L* +  ("* C7)n.) , (t)*))l# +

y

l  { \ Un (*)) 11* (j*n ( j ì)  ì U n (7)))l® 2  (  I Un C7]) | Un (**]) > Un ( t ) ) ) l * +
J

+  ( / '  (y\) , u n ( t ] ) ) l 2 }  dv\ < i  4  K K 2 +  K 2 +  K K 2 + 2  II Un Oq) ||l« J / 1| Un (yi) ||l4 d i \  | -f-
) 1/2

+  M 2 K <  2 K2 | ^ 1  ùn (ri) III, d-q j +  K 3.

Osserviamo che, posto Qn =  Q x  [v)« , yj«], poiché fi è un aperto bidim en­
sionale dotato della proprie tà  di cono, l’immersione di H 1 (Q J  in L 4 (Q„) 
risulta, per un teorem a di K ondrashov (cfr. ad esempio [5]), com pletam ente 
continua; vale perciò, per ogni e >  o, la seguente disuguaglianza di Lions [6]:

C2- ^ ) Il Un 114 (Qn) — £ I Un IIhi(Qw) G I Un II2 (q̂) >

nella duale, essendo ~  <  7)” — 7 ) ^ < i ,  si può assumere a (e) indipendente 
da tz.

(2) Con Ky indicheremo sempre delle quantità dipendenti da f ( r \ )  e da Q, ma non
da n .
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Si ha quindi

(2.14) | /  !«»(•»)) Il* ^  sj [ \ \ u«('fù ì l*+   ̂Il (>l) Ih;] ^  +

+

1n 'n

a (e)J  I u'n (n) Jl« di] <  eK.| - f  c s j || u’„ (tj) ||hj afy +  a (e) K 2.

Introducendo la (2.14) nella (2.12) si ottiene

(2.15) (1 —  2 K2 « )  [ Il Un (7]) 11; dn <  K 3 +  2 K2 (sK2 +  a (e) K2)

e perciò, assum endo s <  -  ,

(2.16) J 1 u'„ (i]) ||hj di] <  K 2.

%

Tenendo presente la (2.10), si ottiene

v!n

(2.17) JII tin (V)> ||l <  k! +  K| =  Kf .

Esiste quindi un punto  Y)*e [y]'n , 7]«] nel quale è

(2.18) il (v]*)j|| <  2 K i =  Kj|.2 TT-2

D alla (2.6) si deduce poi, posto vh =  tj*, vj2 =  7) e [yj , vj +  1] e ricor­
dando le (2.1), (2.10):

n

(2 .19) fi U„ (4) I l —  Il Un ( i f )  f i  | <  2 j  { Il uL (l]) II!, +  2 ( | U„ (lì) | Un (f]) , Un (>)))L +

+  I / ' ( 7l)llL» l ^ ( 7) ) b }  A

e, di conseguenza, per la (2.18),

<  2 (K1 +  M r K2) ,

(2.20) K ( 7 ]) | | ! < K 26 +  2 ( K | +  M 1K 2) =  K2 ( i j e f i . i  +  i ] ) ,

ove K  è una q u an tità  dipendente solo da /  e da D.
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In  particolare, si ha 

(2-21) \\u„(rj +  i ) | | | < K 2 .

Supponiam o ora che non valga la (2.10), ossia che risulti

(2*22) fi (jl) £. +   ̂( | Un (y) | Un (?j) , U* (>)))L; >  .

Se allora è

(2.23)

dalla (2.6) si o ttiene

(2.24) |K  ( r j  + i) ||| - 1  un (vj) \l <C 2 ( -  1 u ’ (ij) |||i +  I /  (7Ì) ||l: || ui, (ij) <

<- 2 II un (y) ||L« (M x ; M x) =  o .

Se invece fosse

2 • 25) Il U n fi)  ll: < M f ,

si avrebbe, per le (2.6), (2.22):

(2.26) Il un (7) + 1 ) il  —  I u'„ (ri) III ^  2 (—  Il (rj) |||, —  2 ( | u'„ (rj) | u„ (rj), (vj))^ -f

+ l i f  ( v )  IL:  Il <  ( * D  IL :)  < 2 ( —  k §  +  M p  <  o .
Se è verificata la (2.22) risu lta  quindi, in ogni caso,

(2-27) I ) H ^ K G ) H .
Dalle (2.21), (2.27) si deduce perciò la (2.9).

Consideriam o ora l’intervallo  [0,1] e poniamo vj =  o. Osserviam o che, 
essendo, per le (2.8), (2.10),

(2.28) I ui (o) |||, +  2 (I un (o) | tC (o) , u'; (o))Ll < : K | ,

si ha, in v irtù  della (2.20), per ogni 4 e [0,1],

(2-29) K ( i i ) É < : k 2.

D etto  7)0 un generico pun to  G [0,1], introduciam o la successione {vjy}, 
con yjj =  Y)0 + . / ( /  =  o , 1, • • •); si ha, per le (2.9) e (2.29),

(2.30) I u„ (ìy+1) fi <  m ax (|| ù , (4,.) | | | , K 2) <  m ax ( || ^  fo )  | | | , K 2) =  K2 .

R isulta dunque, per ogni v) e J0,

(2-30  ii« ;(7] ) | | ^ k 2

ed il teorem a è dim ostrato .


