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Astronom ia. —  Configurazioni di equilibrio di corpi fortemente 
implosi. N o ta  I (#) del Corrisp. L ivio G r a tto n .

1. Con il nome di corpi fortem ente implosi noi intendiam o una classe 
di corpi in cui la densità è così elevata oppure la m assa così grande che gli 
effetti della R ela tiv ità  Generale divengono im portan ti. Fino a poco tem po fa, 
dopo alcune ricerche iniziali di L andau e di O ppenheim er e co ll.(1), lo 
studio di questi oggetti era s ta to  praticam ente abbandonato; m a negli ultim i 
due anni l ’interesse dei ricercatori per questi problem i si è rinnovato  per vari 
m otivi. A nzitu tto  alcuni lavori di F. Hoyle e W. F o w ler(2) hanno fa tto  
apparire alquanto  plausibile il fa tto  che le radiosorgenti quasi-stellari recente­
m ente scoperte, come 3 C 48 e 3 C 273 (3) siano corpi di m assa enorme 
( i o 80 i o 10 masse solari) in uno sta to  più o meno stabile di contrazione 
gravitazionale. Inoltre, W heeler e coll. (4) hanno richiam ato l ’attenzione 
sulle gravi difficoltà connesse con il problem a dell’esistenza di uno s ta to  di 
m inim a energia per un  sistem a di A barioni, quando A  è m olto grande (del­
l’ordine del num ero di barioni contenuto  in una stella, A  >  io 57). L ’im possi­
b ilità  di trovare uno s ta to  di m inim a energia, assum endo la valid ità delle 
equazioni della R ela tiv ità  Generale, per qualunque equazione di s ta to  fisica­
m ente accettabile, pone un problem a di im portanza fondam entale per la Fisica 
della G ravità .

In  questa  N o ta  ed in quelle successive si espongono alcuni risu lta ti recen­
tem ente o tten u ti nel corso delle ricerche su questi problem i presso il L abora­
torio di Astrofisica dell’U niversità  di Rom a (4a Sezione del C entro Nazionale 
di Astrofisica del C .N .R .). U n a  descrizione più d e ttag lia ta  di questi lavori 
sarà pubb licata  nel volum e degli A tti  del Colloquio sulla Cosmologia tenutosi 
a Padova dal 9 all’11 settem bre 1964. (*)

(*) Presentata nella seduta del 14 novembre 1964.
(1) J. R. Oppenheimer e G. M. V o l k o f f ,  « Phys. Rev. », 54, 540 (1938); L. D. Lan­

dau edM . E. LlFSHITZ, Statistical Physics (trad. Inglese), p. 325, 1959; questo libro contiene 
anche riferimenti bibliografici a lavori anteriori.

(2) F. H o y le  e W. Fow ler, «M. N. », 125, 169 (1963); F. H oyle  e W. Fow ler, « Nat. », 
J97, 533 (1963); W. Fow ler, «R ev. of Mod. Phys.», 36, 545 (1964).

(3) Per una descrizione delle proprietà osservate di queste radiosorgenti vedi i Rendi­
conti del «Symposium on Gravitational Collapse, Dallas 1963» in corso di stampa (Univer­
sity of Chicago Press).

(4) La discussione più completa delle idee di Wheeler è contenuta in un volume in corso 
di stampa. B. K. HARRISON, K. THORNE, M. WAKANO, J. A. WHEELER, Gravitational Collapse 
and B ar yon  Conservation; per un sommario delle cose essenziali vedi J. A. Wheeler, The 
super dense Star and the critical nucleon number, in Gravitation and R ela tiv ity , ed. by H . Y, 
Chiu e W. F. Hoffmann, New York 1964.
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2. L ’elem ento lineare per il caso della sim m etria sferica si può scrivere 

(1) ds2 =  e' c2 dt2 — r2 (dQ +  sin2 0 d®2) —  ^  dr2,

dove v e X sono funzioni della sola coordinata tem porale t e radiale r. Se 
assum iam o che la pressione P sia unicam ente di tipo idrostatico, di modo 
che il tensore energia-m om ento in un sistem a di coordinate in quiete con la 
m ateria  ha le com ponenti

p 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
p 0 0 — s

si può m ostrare che le equazioni g ravitazionali di E instein non identicam ente 
soddisfatte si riducono a

(2) <

K P + £Z,2/g2 - e - x l l .  _l M _ J L\-~V2jc2 \ r "T r 2 ) r 2 >

v" + ( 4 + v ) ( v 72 K P  

K  '

K

Pv2/c2
I —  v2/c2

(P +  e)veiv ~ m  
I — v2jc2

. +  A (x _ v )

---P~ ̂

In  queste equazioni, un apice indica derivazione rispetto  ad r  ed un 
pun to  derivazione rispetto  a /; K =  8 tz G/z:4 =  2,075 X lO“ 48 cm erg—1, 
£ è la densità di energia e v la velocità m acroscopica del fluido. P, g e v si 
in tendono m isurate da un osservatore locale; quindi, per esempio, se r  si 
in te rp re ta  come la coordinata di un èlem ento di fluido che si m uove in senso 
radiale, si ha

(3)

Nel caso dell’equilibrio (problem a statico) si può porre v — o ed inoltre 
tu t te  le grandezze sono funzioni solam ente di r\ è facile allora elim inare v e X 
ricavando il sistem a di equazioni

(4)

dove si è posto

(S)

ed inoltre

dm
dr 4 Ti pr2 ,

dP  __ p  (p +  P/c2) (m/4 nr3 +  P/c2) r
~dr ~  4  ^  1 — (2 G/e*) m jr

p =  sjc2

m (r) =  471 pr2 d r .(6 )

0
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Quindi p è la densità ord inaria  (gr cm ~ 3) ed m la «m assa»;■-.bisogna, però, 
osservare che siccome r  non è la d istanza m isurata  a p artire  dal centro con 
regoli o a ltri mezzi fisici, m a solo una coordinata radiale, m  non è la m assa 
nel senso ordinario della parola m a solo una grandezza definita dalla (6). Se 
con M indichiam o la m assa to tale  e con R il valore di r  alla superficie del 
corpo e se im poniam o la condizione che per r =  R  l ’elem ento lineare (1) si 
trasform i con con tinu ità  nell’elem ento lineare di Sch^varzschild corrispondente 
ad un punto  di m assa M situato  nell’origine, si trova che X e v devono essere 
da ti dalle espressioni

, f  ;  ^  v
7  p +  p 2̂ /
0

A llora la massa propria in terna ad una sfera r  — cost, cioè il p ro­
do tto  della densità per il volume è

r

(8) M (r) =  4
Q

In particolare la m assa propria totale è
R

(9) M (R) =  4 pr2 ( 1 —  m  d r ,
0

'm entre la massa: osservabile, cioè m isurata  da un osservatore esterno a t t ra ­
verso il m oto orbitale di un p ianeta  o con mezzi analoghi è

Rr
(10) M =  4 7rjj pr2 dr — m  (R) .

0

L a differenza fra M e M (R) rappresenta Venergia d i legame (in un ità  
di massa), cioè l’energia che si ricava quando la m assa M da uno sta to  
com pletam ente disperso viene p o rta ta  in modo quasi-sta tico  alla configu­
razione a ttuale .

3. Le equazioni (4) devono ora essere in tegra te  a p a r tire  dai centro 
(r =  o), iniziando con m =  o ed un valore arb itrario  (ma finito) di p, diciamo 
?c\ il prim o pun to  in cui p si annulla definisce la posizione della superficie 
esterna della configurazione.

N aturalm ente per effettuare l’integrazione è necessaria una relazione fra 
P e p (im propriam ente ch iam ata l’equazione di stato). Nella teoria ord inaria 
della costituzione in te rna  delle stelle questa relazione si ricava dallo studio

t— ̂ =  1 2 G m

(7)
, 2 G M

=  U ----- ^ - R - ) e x p
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del trasporto  di energia (radi a ti vo o convettivo), e, ovviam ente, lo stesso 
dovrebbe èssere fa tto  anche nel caso presente. T u ttav ia , è evidente che, a 
m eno di non considerarè dei casi estrem am ente semplici,' senza grande in te ­
resse fisico (per esempio) P — o, p =4 cost), le equazioni non possono essere 
risolte che in via compie t am en te numerica:, come del resto accade nel caso

Fig. i. -  Curve integrali nel piano U , V (n — 3).

La figura mostra l’andamento di alcune soluzioni dell’equazione (15) nel piano U , V (n =  3). Le soluzioni sono contras- 
segnate rispettivamente con: =  otoi ; 3, ^  ^  0,4 ; a?, =  1,0; la curva e corrisponde al caso relativi­
stico estremo che sarà discusso in un’altra Nota. Nel piano U , V il centro della configurazione corrisponde al punto (3,0),

il contorno al punto all’infinito dell’asse V.

della costituzione delle stelle. Invero, se si considera Penorme mole di calcoli 
num erici che è sta to  necessario effettuare prim a di o ttenere un quadro fisica­
m ente chiaro della s tru ttu ra  in terna di una stella e dei processi fisici associati, 
può sem brare; una perd ita  inu tile di tem po quella d f  considerare modelli 
troppo sem plificati e pensare di o ttenere da: essi risu lta ti dii interesse fisico.

D ’a l tra  p a rte  se ci sirilascia guidare dàllò 'svolgim ento stòrico della Teoria 
della C ostituzione "delle Stelle* è lecito, presum ere che-una idea sia pure grosso-
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lana delle configurazioni allo studio si possa o ttenere postulando tra  P e p 
una relazione analiticam ente semplice, per esempio, quella dei gas politropici, 
P ^  pY con y =  costante. È noto in fa tti che lo studio delle sfere politropiche 
ad opera di R itter, Kelvin, B etti, Em den ecc. ha costitu ito  il prim o ragio­
nevole attacco  allo studio della s tru ttu ra  di una stella ed il caso particolare

V
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Fig. 2. -  Curve integrali nel piano U , V {n =  3/2).

Tutto come nella figura i. I contrassegni delle soluzioni corri spendono a: a , =  0,03;
b t *Pc =  °*3'> c y <P(T = 1 .0 ; == 2,0; e , y c — 4,0; / ,  caso relativistico estremo.

Y =  4/3 ha servito ad E ddington per il suo famoso modello « standard  » che 
ha avuto  una p arte  decisiva nello sviluppo della teoria.

U n a semplice relazione del tipo P ^  pv non appare, però, la più conve­
niente! nel caso relativistico, per il fa tto  che quando la densità di energia di­
venta elevatissim a (s -> oo), la pressione deve tendere, come è noto, al valore 
lim ite P =  s/3, m entre in generale P <  s/3, perché in caso diverso la velocità 
locale del suono sarebbe maggiore della velocità della luce.
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Tabella I.
Costanti delle politropiche relativistiche per n =  3.

9* ? ” (1 +  3 ?<) 0i Hi P e l ? m i

0 , 0 0 1 i , o o 3 X  i o — 9 1 9 4 9 5 0 , 0 0 2 3 1 5 45,13 53,9 1 , 0 0 2 9

0 , 0 0 2 8 , 0 4 8 x  i o — 9 9744 0 , 0 0 4 5 7 7 44 , 6o 55,6 1 , 0 0 4 5

0 , 0 0 3 2 , 7 2 4  x  IO—8 6 4 9 3 0 , 0 0 6 7 9 4 4 , 0 9 56,4 1 , 0 0 5 9

0 , 0 1 i , 0 3 o x  i o —6 1 9 4 6 0 , 0 2 0 9 5 4 0 , 7 6 6 2 , 0 1 , 0 2 0 1

0 , 0 3 2 , 9 4 3 x  i o - 5 6 5 3 , 5 0 , 0 5 0 8 5 33,23 8 2 , 4 1 , 0 4 6 9

0 , 1 1 , 3 0 0  X  I O— 3 2 2 7 , 5 0 , 0 8 5 4 4 19,44 2 , 6 3 X  IO2 1 , 1 1 8 3

0 , 2 i , 2 8 0 X IO— 2 1 9 4 , 3 0 , 0 6 2 7 9 1 2 , 2 0 2 , 5 6 X IO3 1 , 1 6 8 0

o ,3 5 , 1 3 0  x  i o — 2 3 7 7 , 2 0 , 0 2 6 7 5 1 0 , 0 9 9 ,  I O X  i o 4 i , i 794
0 , 4 1 , 4 o 8 x  i o — 1 1 0 5 2 0 , 0 1 1 3 7 1 1 , 9 6 4 , 5 7 X i o 6 1 , 1 4 6 3

0 , 4 3 1 , 8 2 o 8 x  i o — 1 1 1 4 8 0 , 0 1 1 3 4 1 3 , 0 2 5 , 0 2 X  IO6 i , i 344

o ,5 3 , 1 2 5 x  i o — 1 1 0 6 0 0 , 0 1 4 0 9 14,94 8 , 3 1 X IO6 1 , 1 2 0 5

0 , 7 1 , 0 6 3 3 6 9 0 , 7 0 , 0 2 3 6 7 i 6,35 8 , 2 3  X IO6 i , i i 93
1 , 0 4 , 0 0 0 517,7 0 , 0 2 9 9 6 i 5 , 5i I , 1 9 x I O 7 I - I 3 I 5

Tabella II.
Costanti delle politropiche relativistiche per n =  3/2.

<?c
■ 1

?"(I + 3  ?«,)
I

Si 0i Hi Pc/p m\

0,01 1 ,o3ox io ~ 3 25,00 0,03435 0,8587 6,247 1,015

0,03 5 ,664X io -3 17,92 0,08930 1,600 6,790 1,042

0,1 4 , i i i x  io ~ 2 11,42 0,1983 2,265 9,012 1,106

0,2 1,431 X i o - 1 8,438 0,2586 2,182 13,13 1,169

0,3 3 ,122 X IO-1 7,146 0,2768 1,978 19,20 1,203

0,5 0,8839 5.993 0,2743 1,644 38,58 1,242

0,7 1,816 5,616 0,2555 1,435 74,73 1,264

1,0 4,òoo 5.617 0,2245 1,261 i ,874 xIO2 1,278

i ,5 IO, IO 6,195 0,1879 1,164 6,876X IO2 1,277

2,0 19,80 6,845 0,1724 1,180 i ,794X io3 1,189
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Per queste considerazioni, sem bra che Pestensione na tu ra le  dell’equazione 
<§elle politropiche al caso relativistico sia d a ta  dalla equazione

(11) e =  3 P + 0 ^ '

con Q e q costanti: inoltre q <  1, di modo che quando P -> o, il prim o term ine 
a 2° m em bro si può trascurare rispetto  al secondo e la (11) diviene identica 
all’equazione ord inaria di un gas poli tropico, m entre per P -> 00 si ha il 
com portam ento asintotico richiesto.

In altre  parole, il pun to  di vista che qui si ad o tta  è il seguente: nulla 
vieta, evidentem ente, di rappresen tare la relazione fra P e p, che si o ttiene

I parametri (raggio), (massa osservabile), 0j (campo gravitazionale alla superficie), sono rappresentati in 
funzione di cp̂ 3 (i +  3 <pc) (densità centrale); i numeri a sinistra si riferiscono a e 0t quelli a destra a p.,.

nell’in terno di una distribuzione di m ateria  sfericam ente sim m etrica elim i­
nando r, m edian te u n ’equazione del tipo ( n )  'con Q e ^ ev en tu a lm en te  varia­
bili da un pun to  all’altro. L ’ipotesi che sta  alla base del modello ad o tta to  
è phe assum endo Q, e q costan ti si possa o ttenere u n ’approssim azione non 
troppo ca ttiv a  dello s ta to  reale delle cose. Solo un confronto con una configu­
razióne realm ente "esistente (ove ciò sia ‘possibile) po trà  dire se questo m o­
dello sia o no adeguato. È im portan te, però,, osservare che esso è, per lo 
meno, fisicam ente conseguente; p e r .esempio,, non conduce ad una velocità 
del suono superiore a quella della luce.
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Il problem a,diviene ora estrem am ente semplice. Por il calcolo, le varia ­
bili fisiche sono sostitu ite  da variabili adim ensionali, ponendo

/ r -  Ai;

I  p  =  A  Q i / d =  b 6 « + i, 

( p = — e«(i  +  3 6)-

n =  q/( 1 — q) è quello che nella teoria ordinaria si chiam a Vindice poli­
tropico.

Ino ltre  si definisce

(13) ?  =  ■
2 G m

e le costanti dim ensionali A  e B vengono scelte in modo da soddisfare le 
condizioni

(14)
B =  Q” + I

BA2 =  — =  4,819 X io47 erg cm- 1 .

Le equazioni (4) si trasform ano così nelle 

( F̂jT =  C1 +  3 9)

I 4 6 ^  1 - Z , (  1 +  4 <p) (6A2 +  cp» + i)
\ d? 2 (n f-  1) 1 — 0

Q ueste devono essere integrate con i valori iniziali 0 =  o , <p =  y c per 
£ =  o, fino al punto  in cui cp =  a; il valore corrispondente di \  , £1, definisce 
la superficie della sfera ed il valore di 0 per £ .=  £i , 0i , è equivalente.al 
potenziale new toniano alla superficie. Il p rodotto  fx =  £0 è una m isura 
(adim ensionale) della m assa in te rna  alla superficie H, =  cost, in partico lare 
[Li =  0i definisce la m assa to tale  (osservabile), m entre il rapporto  fra la 
m assa propria e la m assa osservabile è

( 16) M (R)
M4

i /  d\i
M v- i j  f i — e

0

0 7 )

con

N otiam o, infine, i seguenti sviluppi in serie validi per \  o, 

t 9 =  cp, (i — CI2 + . . . ) ,

e =  9A 1 +  3 9d  

3
i —  C [n + 3 Ve

I +  3 Ve
I2 + . . . I2,

c  == Ve 1 ( ! +  4 Ve)  ( l  +  6  <Pc)

12 (n +  i)
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Q uesti sono necessari per iniziare le integrazioni dato  che per \  =  0 le 
derivate prim e di 9 e 0 si annullano.

U n  certo num ero di soluzioni per gli indici politropici n =  3 ed n =  3/2 
sono s ta te  calcolate per mezzo del calcolatore elettronico LG P 30 del L abora­
torio di Astrofisica, im piegando un m etodo di R u n g e -K u tta  con ricerca auto-

Fig. 4. -  Parametri delle configurazioni per n =  3/2.

Tutto come nella figura 3.

m atica del passo. L ’andam ento  di alcune di queste soluzioni nel piano delle 
variabili « omologiche »

£2 ( i + 3  9)<Pw 
8

1 4 - 4 9  0 - f  52 9w + 1 
2 <p i~ —0

è illustra to  nelle figg. i e 2. In  questo piano il pun to  U  =  3 , V  =  o corri­
sponde al centro della configurazione, m entre la superficie corrisponde a U  =  o, 
V  =  oò.

I valori di ^  , 0X , , del rapporto  M (R)/M , nonché del rapporto  fra
la densità al centro e la densità m edia

p, _  ? ! € ( *  +  3 9<) 
p ”  361

per diversi valori di 9* sono contenuti nelle Tabelle I e II ed illu stra ti nelle 
figg- 3 e 4 -

! u  =  

I V -

d lo g m  
d log r

tìflogP
dlogr


