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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, m atem atiche e naturali

Seduta del 14 novembre 1964 

Presiede il  Presidente E l i g i o  P e r u c c a

N O T E  D I  S O C I

Algebra. — Sull’hessiano di taluni polinomi (determinanti, 
pfaffi ani, discriminanti, risultanti, hessiani) (,). Nota II <**) del Socio 
B en iam in o  S e g r e .

V. -  H e s s i a n o  d i  u n  d i s c r im i n a n t e .

i l .  L a più generale form a f = f ( x )  di dato  grado k ( >  2) in r- j -1 ( > 2 )  
variabili x0 , x x , ■ ■ ■, xr contiene linearm ente ed om ogeneam ente

1 lk +
J + 1 - ( k

coefficienti, che denoterem o genericam ente con a. Il discrim inante

D =  D O )

di / r i s p e t to  alle ^ è una form a nelle a , notoriam ente di grado (r +  i ) 0  —  l Y 
(cfr. ad esempio B. Segre [4], p. 470), il cui hessiano verrà designato con H d .

Se interpretiam o le x e le a quali coordinate proiettive omogenee di punto 
in due spazi Sr , S , , o tteniam o una rappresentazione omografica su Ŝ . del 
sistema lineare oo* di tu tte  le ipersuperficie /  d ’ordine k di Sr (di equazione 

/  =  o). L ’ipersuperficie D di S  ̂ (avente cioè ivi l’equazione D — o) appare

(*) Continuazione della Nota I, apparsa alle pp. 109-117 di questo volume dei « Ren 
diconti ».

(**) Presentata nella seduta del 14 novembre 1964.

16. — RENDICONTI 1964, Voi. XXXVII, fase, s-
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così quale im agine del sistem a continuo delle /  s i n g o l a r i  di Sr . Più 
precisam ente, il generico punto  / 0 di D (è punto s e m p l i c e  di D e) rapp re  
senta una form a /  di Sr avente un unico punto  singolare, Po, che risulta 
punto  d o p p i o  o r d i n a r i o  d i / .

In  base ad una no ta  proprietà , l ’iperpiano tangente all’ipersuperficie D 
nel punto  / 0 risu lta  Pim agine del sistem a lineare o o ^ 1 che si o ttiene im po 
nendo il passaggio (semplice) per P0 alle ipersuperficie d ’ordine k  di Sr . Ne 
consegue che D am m ette tan ti iperpiani tangenti quan ti sono i pun ti P0 
di Sr , ossia esa ttam en te  oor (cfr. B. Segre [2], n. 4); num ero questo che risu lta 
i n f e r i o r e  a quello oos~ x dei pun ti / 0 di D, ove si eccettui soltanto il 
caso banale r =  1 , k =  2. P ertan to , con la sola eccezione di questo caso, 
V ipersuperficie discriminante D ha carattere d i sviluppabile.

Il com portam ento delle ipersuperficie algebriche sviluppabili nei confronti 
della loro hessiana trovasi s tud iato  sotto forma generale in B. Segre [3]; e non 
v ’è che da applicare al caso a ttu a le  il « theor. 2 » (ivi stabilito  nel § 6), per 
o ttenere la prim a parte  del teor. V  (qui enunciato nel n. 1). L a seconda p arte  
segue allora subito rilevando che ogni derivata  parziale tma di Hd rispetto  
alle a, con

t  <  -S' +  I —  (r +  3) =  +  r ) —  r  —  3 ,

può- venire espressa quale combinazione lineare dei m inori d ’ordine r  +  3 
del determ inante (d ’ordine s f i  1) Hd-, V si annulla quindi nei pun ti dell’iper 
superficie D.

12. Con le notazioni del n. 11 si può osservare che, per k  =  2 (e quindi 
r  >  2), D si identifica col più generale determ inante sim m etrico d ’ordine 
n. .== r f i  1. L a seconda parte  del teor. V non è allora che una porzione del 
nostro precedente teor. I l ,  e trovasi già -  acquisita precisam ente allo stesso 
modo del n. 11 -  nel § 8 di B. Segre [3].

Rileviam o inoltre che -  nel caso testé considerato k =  2, r  >  2 -  l’espo 
nente di cui alla chiusa dell’enunciato del teor. V  (n. 1) assume e s a t t a  
m e n t e  il valore ivi specificato. Ciò ha ancora luogo ad esempio per 
k =  4, r  =  1, m a n o n  per k — 3, r  =  1, nel qual caso a tale esponente si 
può di fa tto  a ttrib u ire  un valore maggiore del suddetto  (2 invece di 1): 
p roprie tà queste che già trovansi in B. Segre [3], § 9. L a seconda di esse viene 
com pletata, dal seguente teorem a, di cui per b rev ità om ettiam o la d im ostra 
zione.

Uhessiano Hd del discriminante D della p iù  generale form a cubica bi 
naria è dato da Hd == 24*35*D2.

Sf può c o n g  e t t u  r a r  e che quest’ultim o caso (k =  3 , r  =pi)  sia i 1 
s o l o )  in cui un discrim inante D possa en trare in Hd a fa tto re  con esponente 
m a g g i o r e  di quello specificato dal teor. V.

L ’altra  suaccennata eventualità  k =  4 , r =  1 risu lta  approfondita dal 
seguente teorem a, che qui -  per b rev ità -  ci lim itiam o del pari ad enunciare.
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Uhessiano H D del discriminante D =  2 8 (S3 -— 27 T 2) della p iù  generale 
quantica binaria f  è dato da

H d -  —  230.36 .5 . s  (S3 —  54T 2) D2,

dove S e T  designano i  ben noti invarianti di Salmon della f .
Questo risu ltato , oltre ad im plicare che attualm ente  H D — d ’accordo con 

la precedente congettura -  è divisibile per D2 e non per D 3, m ostra come 
sulla re tta  vi siano esa ttam ente  due tipi di quaterne di pun ti d i s t i n t i  
aventi Hd =  o: le quaterne equianarmoniche (per le quali S =  o) e quelle 
aventi Vinvariante assoluto S3/T 2 =  54. '

V I. -  R i s u l t a n t e  d i  u n  s i s t e m a  d i  f o r m e
IN UNA O PIÙ SERIE DI VARIABILI, E RELATIVO HESSIANO.

13. Riferiamoci ora ai polinomi

(27) /o  » f i , u

di cui al teor. V I (enunciato nel n. i) e denotiam o con 

(28) Vo > x a , x ir.

le variabili della 7ma serie e con i coefficienti che compaiono (linearm ente 
ed om ogeneam ente) in f y (J =  o , i , • • •, p). Il num ero delle ctj è dato  m anife- 
stam ente da

v/
n .. 4 -r . \ji 1 t \  ̂

)  5

sicché le a sono (indeterm inate indipendenti) nel num ero

(29)
Q  Q k

v + .  =  s » , =  s n
7 = 0  j =Q i = l

complessivo di

Le variabili (28) possono venire in te rp re ta te  quali coordinate omogenee di 
punto in uno spazio S^. ; la re la tiva varietà prodotto

V q =  Sri x  Srg X • • • X

ha la dimensione

(3°) p =  rx +  r 2 +  • • ••+ rh ,

e su essa ciascun’equazione f j  =  o definisce u n ’ i p e r s u  p e r fi c i e .
I pun ti comuni alle p ipersuperficie di V Q :

(31) / l  =  O» f ‘2 =  0 ,  •••,  f Q =  0

sono notoriarfiente in num ero M finito, esprimibile sotto la form a
Q k

(32) M =  coefficiente di (s^ tfg- ■ -z'k) nel polinomio J T  2  n u zi
j =i <=i



2 l 8 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. XXXVII -  novembre 1964

(ciò si deduce da no ti risu lta ti, per i quali cfr., anche per u lteriori citazioni, 
C. Segre [5], p. 928). U n a  non difficile generalizzazione della classica teoria 
del risu ltan te  di r  ( >  2) forme in r  variabili (per quest’u ltim a, cfr. ad esempio 
B. Segre [4], pp. 384-401), m ostra  che il risu ltan te  R (di cui al teor. V I) dei 
polinomi (27) rispetto  alle loro k serie di variabili (28) può venir scritto  sotto  
la form a

M

R  =  cost. XX ,
1=1

dove denota la form a lineare nelle a0 che si deduce da / 0 scrivendo al 
posto delle variabili x  le coordinate dell7mo fra gli M pun ti comuni alle (31), 
presi in ordine arb itrario  e, ad esempio, norm ati in modo da ridurre all’un ità  
una delle coordinate non nulle in ciascuna serie (28).

Ne consegue che R  è una form a nelle a0 , il cui grado M viene precisam ente 
fornito dalla (32); e risu lta ti analoghi sussistono per gli a ltri insiemi di coef 
ficienti ai , a2 , • • •, as . D unque il grado complessivo di R  nelle a vale

(33) N =  coeff. di (z’̂ z ’g- • -zrkk) nel polinomio 2  1/ E
e kn i

y = 0 *=1

Sicché l’hessiano H r  di R  rispetto  alle v -f- 1 indeterm inate a ha in esse 
complessivam ente grado (v i)(N  —  2), dove v, N si calcolano m ediante 
le (29), (33); e si vede anche subito che H r  risu lta una form a nelle v • inde 
term inate d j , avente in esse il grado dato da:

J coefficiente di (zr̂ zr* • 'Zrk) nel polinomio
i— 1 n i (v+I>- - 2 V ;

14. S tabiliam o ora il
Lemma 3 . -  In  uno spazio Sv in cui le v + 1 indeterminate a siano coordinate 

omogenee di punto , V ipersuperficie R  (di equazione R  =  o) ammette tu tf  al 
p iù  oo2̂  iperpiani tangenti, p essendo dato dalla (30).

Il generico punto  a di R  è semplice per R e -  in base al n. 13 — definisce 
univocam ente un punto (28) in ciascuno spazio Sr , per il quale è lecito supporre 
la prim a coordinata x i0 r id o tta  all’un ità, in guisa che i suddetti valori delle 
a, x  soddisfino al sistem a

f j  =  o ( / =  O ,  I • - ,  P) .

Differenziando, poiché è consentito supporre d x ^  =  o (i =  1 , 2 , • • •, k)> da 
qui si deduce:

=  °  c / =  ° . 1 . • • • , ?) •

Se ora ;si elim inano fra queste p + 1 equazioni 1 p differenziali dxih (h=  1,2 , • • •, r{\ 
i — I ,' 2 , • • •, k), si o ttiene una relazione del tipo:
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Le espressioni che qui figurano en tro  parentesi non contengono se non 
in apparenza le a, e non sono palesem ente altro  che le coordinate grassm an- 
niane dell’iperpiano tangente in a ad R. Esse dipendono om ogeneam ente 
dalle k serie di variabili (28), ossia dai p un ti della V Q di cui al n. 13, nonché 
dalle p +  1 variabili X; e ciò rende m anifesto che l’in fin ità degli iperpiani 
tangenti di R  vale al più 2p, come asserito dal lemma.

Si noti ora che, in base alle (29), (30), la differenza fra l’infinità v —  1 
dei pun ti di R e la 2p su d d etta  uguaglia precisam ente l’intero a ttrib u ito  
come esponente ad R  nell’enunciato del teor. V I (n. 1); questo intero risulta 
poi sem pre positivo, tranne nel caso banale k =  =  1, in cui esso
riducesi allo zero. A vuto  riguardo al § 6 di B. Segre [3], ne discende senz’altro  
il teor. V I (enunciato al n. 1).

15. Nel caso speciale in cui ci si riferisca ad una sola serie di r  +  1 varia  
bili (k =  1), e che le /  siano loro f o r m e  l i n e a r i  (n^  — 1), il risu ltan te 
R  non è altro  che il determ inante dei coefficienti di queste ultim e, ed è quindi 
il più generale determ inan te d ’ordine r  +  1 (ad elem enti indeterm inati). 
Il teor. V I fornisce allora subito la parte  geom etrica del teor. I.

U n  altro  caso particolare interessante è quello (k =  p =  rx =  1) di 
d u e  f o r m e  b i n a r i e  f 0 , f x , di da ti gradi n0 , nx . Il relativo risu ltan te  
R  può per esempio venir scritto  sotto  form a di un determ inante (di Sylves 
ter) d ’ordine n0 +  nx , e -  in conform ità col n. 13, od in base alla form a 
stessa di questo determ inante -  ha grado nx negli n0 +  1 coefficienti a0 di 
/ 0 e grado n0 negli nx-\-i coefficienti ax di f x . Il teor. V I porge allora senz’altro  
il seguente

COROLLARIO. -  I l  risultante R  di due forme binarie di gradi n0 , nx ( >  1) 
entra a fattore nel proprio hessiano H r  con esponente a l m e n o  uguale a 
no +  ni —  2.

Si no ti che, se en tram bi i gradi nQ , nx valgono 1, quest’ultim o intero 
vale zero e si ha H r  — 1; sicché il corollario appare allora come ovvio, e 
l’esponente ivi assegnato ad R  non può venire aum entato. Il corollario risulta 
anche banale nell’ipotesi che uno ed uno solo dei gradi, ad esempio n0, valga 1, 
in ta l caso avendosi identicamente H r  =  o ; ed invero, R contiene allora 
linearm ente gli nx +  1 coefficienti ax , sicché H r  -  tenuto  conto della (29) -  
si esprime come un determ inan te d ’ordine n0 +  nx +  2 =  nx +  3 che ha nulli 
tu t ti  gli elem enti di un suo m inore d ’ordine nx 1, ed è quindi nullo (essendo 
per ipotesi nx >  2).

L ’esponepte di cui al corollario risu lta  di fa tto  m a g g i o r e  di n0-\-nx— 2 
nell’ipotesi in cui sia n0 =  nx =  2, in quanto:

U  hes siano H r  del risultante R  di due forme binarie quadratiche è dato 
da H r  =  —  48 R 3.

E d invero, ogniqualvolta sia nQ =  nx , R -  e quindi altresì H r  -  è un 
invarian te (non soltanto della coppia / 0 , f x , m a add irittu ra) del fascio 
^ o /o + ^ i / i j  e ci°è della re la tiva g \.  A vuto  riguardo a ciò che sulla re tta  le 
g\ non paraboliche sono fra loro a due a due omografiche, u n ’argom entazione
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analoga a quella che al n. 4 ci ha condotto alla (io) m ostra che attualm en te  
dev’essere H r  =  rR 3, con c costante. E si vede poi che è c =  — 48, con 
l’apphcare quest’u ltim a relazione al caso speciale in cui si assum a f 0 =  ,

/1  — verificandosi d ire ttam en te  che allora risu lta  R == 1, H r  =r -^ 4 $ .
Si può c o n  g e t t u r a r  e che il caso =  2 contem plato nel 

l’ultim o enunciato sia i l  s o l o  in cui il risu ltan te  R di due- forme binarie 
di gradi n0 >  2, nx >  2 entri a fa tto re  nel proprio H R con esponente m a g  
g i o r e  di nQ +  nx —  2, e proporsi di esam inare quale significato abbia 
per le f o r m e /0 , f x l’annullarsi del loro invarian te  sim ultaneo H r / R ^ ^ - 2 . 
Risponderem o a queste dom ande nell’ipotesi che sia n0 =  2 , nx=  3, m o 
strando che:

Per una form a binaria quadratica fy  ed una form a binaria cubica f \  risulta 
precisamente H r  =  —  12 D 3R 3, ove D designa il discriminante d i / 0 .

Per dim ostrarlo, notiam o anzitutto  che —  in base al n. 13 -  R ed H r  
hanno nei coefficienti a0 , aL delle / 0 , f x i gradi rispettiv i (3, 2) e (15, 6). P er 
tan to , il quoziente H r /R 3 (a norm a del corollario) risu lta  una form a sia nelle 
a0 che nelle ax , avente in esse ordinatam ente i gradi (6, o); tale quoziente è 
quindi un invarian te  della sola form a binaria quadratica / 0 , che non può 
dunque differire che per un fa tto re  c numerico dal cubo del discrim inante D 
di questa. Si vede infine che è c =  —  12, specificando le /  nelle

A  =  *0*1 , A  =  + > 1 ,

ed osservando che il calcolo d iretto  porge allora senza difficoltà:

R =  —  1 , H r  — —  12 , D =  —  1.

V II. -  HESSIANO DELL’HESSIANO DI UNA FORMA CUBICA.

16. Stabilirem o da ultim o il teor. V II, quale im m ediata conseguenza del 
Lemma 4. -  Se f  è una generica ipersuperficie cubica d i Sy (r  >  3)* di 

cui h designi Thessiana, i l  generico punto O comune alle / ,  h risulta semplice e 
parabolico {non soltanto per f ,  ma anche) per h, éd in esso le / ,  h non si toccano.

Per dim ostrarlo, introduciam o in Sr coordinate proiettive non omogenee 
(x i y x 2 y * * * j xr) di origine O, ta li che l’iperpiano tangente ad f  in G abbia 
in esse l’equazione 'x\ =  o. Poiché O risu lta un punto parabolico ordinario 
d i / ,  il relativo cono asintotico dovrà (giàéere in quelPiperpiano) essere del 
20 ordine ed am m ettere una re tta  doppia, che possiamo assumere come asse x 2. 
Si vede allora agevolm ente che si possono scegliere gli a ltri assi ed il punto 
un ità in guisa che il prim o m em bro dell’equazione /  =  o di /  d iventi del tipo

/  — x i~\~ X1 x2 +  — +  9,

dove denotiam o con 9 una generica forma cubica* nelle variabili le derivate 
parziali di 9 rispetto  a tali variabili verranno in seguito designate appo 
nendo a 9 gli indici a queste belativi:.
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L ’hessiano h di /  è conseguentem ente dato  dal seguente determ inante 
d ’ordine r  +  i:

2Xl 2 +  X2 x x x j

2 -\- X2 9n 1 +  912 9i j"
X i 1 +  921 922 <?2J

Xi 9 a 9/2 s*7+.?i

in cui interviene il noto simbolo Sty di Kronecker. Sviluppando questo d e ter 
m inante si o ttiene senza difficoltà che risu lta  precisam ente

h =  2 ( x i —  29.22) ( 1 +  ^2 +  2  9//) +  2  (xi ~~ 2 9/2)2 +  * è • >\ /= 3  / /=3

dove i pun tin i stanno per term ini nelle # di grado superiore al secondo.
Dunque, come asserito dal lemma, l’ipersuperfìcie h (di equazione h =  o) 

passa sem plicem ente per O, essendo ivi toccata dall’iperpiano #1 =  2922, 
distin to  da quello (x\ — o) tangen te in O alla / .  Inoltre O risu lta  punto 
parabolico di k, in quanto  il relativo cono asintotico am m ette m anifestam ente 
come doppia la re tta  di equazioni:

x \  =  2CP22 » * 3  =  2923-,' x 4t =  2 924 V - • • , Xr =  2 ( p 2 r  .

17. In  v irtù  del lem m a testé stabilito , /  ed A si segano lungo una 
priva di componenti m ultiple, la quale giace in teram ente suirhessiana 

di h. B asta  quindi applicare a questa V  ed alle / ,  h una ben no ta  estensione 
del teorem a A /  +  B9 di N oether (per la quale cfr. ad esempio B ertini [1], 
p. 333), per o ttenere il teor. V II (enunciato nel n. 1) sotto  la condizione 
aggiuntiva r  >  3.

Questo teorem a sussiste altresì per r — 2, come subito si desum e da 
classiche p roprie tà  dei f a s c i  s i z i g e t i c i di cubiche piane. E  si può 
anche osservare che la dim ostrazione dianzi esposta per r  >  3 continua a 
valere per r =  2, con ovvie varianti semplificati ve.
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