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Matematica. — / gruppi risolubili finiti in cui i sottogruppi di
composizione coincidono con i sottogruppi quasi-normali. Nota @ di
GIOVANNI ZACHER, presentata dal Corrisp. G. Scorza Draconr.

Un sottogruppo H di un gruppo G dicesi quasi-normale se & permutabile
con ogni sottogruppo di G. Tale nozione fu introdotta da Ore in [5], e fu og-
getto di studio da parte di diversi Autori. Ore, tra I’altro, dimostrd che un
sottogruppo quasi—normale massimo di G ¢ normale in G; ne segue che in
un gruppo finito G un sottogruppo quasi-normale & anche un sottogruppo di
composizione di G. Ma, mentre i sottogruppi di composizione di un gruppo
finito G formano un sottoreticolo £, (G) del reticolo £ (G) dei sottogruppi di
G [7], l'insieme ¢(G) dei sottogruppi quasi-normali di G non & chiuso, in
generale, rispetto all’operazione di intersezione tra gruppi @.

In quanto segue si determineranno i gruppi risolubili finiti in cui I'insieme
¢ (G) coincide con €, (G). La caratterizzazione che si assegna permette facil-
mente di costruire i gruppi in questione e di decidere quando due tali gruppi
sono isomorfi.

I. Premettiamo la seguente

Definizione: Un gruppo G & un g-gruppo se in esso la relazione di quasi—
normalita & transitiva, vale a dire se ogni sottogruppo H, quasi-normale in
un sottogruppo K quasi-normale in G, & quasi-normale in G.

Ci sard conveniente di esprimere la quasi-normalita di un gruppo H in K

con la notazione HC K.
q

1.1. Se G & un g-gruppo, l'insieme ¢(G) dei sottogruppi quasi—normali

di G forma un sottoreticolo ¢, (G) del reticolo £ (G) dei sottogruppi di G.

Infatti se A, B appartengono a ¢ (G), anche AUB vi appartiene. Da

BC G segue poi ANBCA [1], e quindi per lipotesi su G, ANB & quasi
q . q

normale in G.
1.2. I gruppi immagini omomorfe di un g-gruppo, sono g¢-gruppi, e
sottogruppi quasi-normali di un g-gruppo sono g-gruppi.
Basta osservare che se HC G e ¢ & un omomorfismo di G su G, allora
4

I'immagine completa inversa H = p—1 (H) ¢ quasi-normale in G, e che da
HCG, segue pure p (H) CG [1].
4 q

Se G ¢ un gruppo finito, allora, come ha fatto vedere Ore, ¢ (G) & conte-
nuto in £, (G) [5]. Supponiamo ora che G sia un g¢g-gruppo finito ed H un

(*¥) Pervenuta all’Accademia il 24 ottobre 1964.
(1) Vedasi ad esempio [1] p. 127.
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suo sottogruppo di composizione. Se H=H,CH;C---CH, =G ¢ la
parte superiore di una serie di composizione di G passante per H, allora H &
certamente quasi-normale in G se # = o. Altrimenti H & un sottogruppo di
composizione di H, _; ed H,_; ¢ un g—gruppo, in quanto H, _; & quasi-normale
in G; ma allora per induzione possiamo supporre che H sia quasi-normale in
H, _1 e quindi pure in G, per la transitivita. Pertanto & ¢ (G)2 £, (G) e quindi
in un g-gruppo finito si ha ¢ (G) = ¢, (G). Supponiamo, viceversa, che nel
gruppo finito G, I'insieme ¢ (G) coincida con £, (G). Se HC G, KCq_Z H, allora
4

H appartiene a £, (G) e K ad ¢, (H), per cui K ¢ un sottogruppo di compo-
sizione di G. Ma allora K appartiene a ¢ (G), e G & dunque un g-gruppo.
Possiamo pertanto affermare che:

1.3. Condizione necessaria e sufficiente affinché nel gruppo finito G si
abbia £,(G) = ¢ (G) ¢ che G sia un g-gruppo.

Corollario 1.4. In un g-gruppo finito, £, (G) & un reticolo modulare.

Infatti £, (G) coincide con ¢ (G), e quindi due qualunque gruppi di £, (G)
sono tra loro permutabili.

1.5. Sia G un g-gruppo finito, ed N un sottogruppo normale minimo di G.
Allora N ¢ un gruppo semplice.

Il gruppo N ¢ un prodotto diretto di gruppi semplici isomorfi N, con
N, elemento di £, (G) = ¢ (G).

@) N; non ¢ abeliano. Poiché N, & semplice, N, non & speciale. Ma
allora N, & normale in G (teorema 1 in [3]), € dunque N = N;;
6) N, & abeliano. N & dunque un gruppo abeliano elementare d’ordine

2" con p numero primo, z > 1. Se G, & un p—gruppo di Sylow di G, sara
NCG,, e possiamo supporre che N sia nel centro di G,, essendo N normale
in G,, per cui Ny & normale in G,. Se G, ¢ un sottogruppo di Sylow di G
relativo ad un numero primo 7==p, N; & normale in N;UG,, essendo
qug N; UG,. Pertanto N1 & normale in G, e dunque N = Nj.

Corollario 1.6. Un g-gruppo finito risolubile & supersolubile.

Infatti se N & un sottogruppo normale minimo di G, N ha ordine primo p
per 1.4. G/N ¢ un g-gruppo per 1.2. Applicando induzione, G/N e quindi G
stesso & supersolubile.

1.7. Detto G un g-gruppo finito risolubile, indichiamo con K (G) il
sottogruppo di G intersezione di tutti i sottogruppi normali di G a fattoriale
speciale. Allora K (G) ¢ un sottogruppo di Hall d’ordine dispari, abeliano e
se H ¢ un complemento di K (G) in G, H ¢ un sottogruppo speciale modulare,
ed ogni suo elemento induce in Ko (G) un automorfismo, che lascia fermi tutti
i sottogruppi di Ko (G) @,

Dimostrazione: Se G & un g-gruppo finito risolubile, G & supersolubile
(corol. 1.6) e quindi pure dispersibile. Se p & il massimo divisore primo del-
Pordine di G, il p-sottogruppo di Sylow S di G ¢ dunque normale in G, per cui

(2) Un tale automorfismo p & un potenza di N, nel senso che esiste un intero #
dipendente solo da ¢ tale che #% = x” per ogni x di N (ved. ad esempio [2] nota 7).
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ogni sottogruppo di S ¢ quasi-normale in G. Supponiamo che S non sia un
fattore diretto di G. Esiste pertanto un elemento @ di S ed un elemento % di G,
d’ordine primo con p, per cui % ¢ diverso da /a. Detto F il gruppo unione dei
due gruppi ciclici (@) ed (%), risulta F un gruppo a sottogruppi di Sylow
ciclici ed (@) coincide con il derivato di F®. Quindi ® (a) = (a=1 /41 ak),
per cui @ appartiene al gruppo [S, G] generato da tutti i commutatori del
tipo b—lg=lbg con 4 elemento di S, g elemento di G. Sia poi ¢ un elemento
qualunque di S. Se ¢4 == k¢, per quanto visto ¢ appartiene ad [S, G]. Se
invece ¢k = ke, & (ac) k== % (ac), per cui ac appartiene ad [S, G]; ma pure @
sta in [S, G]: dunque ¢ = a1 (ac) appartiene ad [S, G]. In conclusione ogni
elemento ¢ di S appartiene ad [S, G], per cui S = [S, G]. Se p}’ pg*- - -pit &
Pordine di G, con p1> p2>---> p,, sia Gy, il primo sottogruppo di Sylow
di G relativo al numero primo p; a partire da p, che non sia direttamente
permutabile con ogni sottogruppo di Sylow di G. Se G non ¢ speciale, un tale
Gy, certamente esiste, e si ha G = TXR ove T & di Hall e speciale d’ordine
Py 7Y, se non ¢ identico. Indichiamo con Kg (G) il pit piccolo sotto-
gruppo normale di G a fattoriale speciale: risulta Ko (G) C R, e dimostriamo
che esso ¢ di Hall e d’ordine dispari. Facciamo anzitutto vedere che Gy, ¢
contenuto in K (G). II gruppo K (G) & I'intersezione dei termini G della
serie centrale discendente di G: Ko (G)=NGY. E G,,=[G, G, 1C[G,G]=G®
7

e da Gp, CGY—D segue GV = [GU—D, G] [Gy,, G = Gy, ; pertanto G,,C
CNGP=K (G). Il gruppo G/Gy, & un g-gruppo finito risolubile quindi per
J

ipotesi induttiva possiamo supporre Ko (G/G,,) di Hall. Ma Gy, C Ko (G) per
cui Koo (G/Gy,) = Ko (G)/Gy, . Dunque Ky, (G) & di Hall in G. Per di pitt dj
ordine dispari, essendo G supersolubile, per cui i 2-sottogruppi di Sylow di
G hanno un complemento normale. Il gruppo Ko (G) ha un complemento H
che risulta un g—gruppo finito speciale. Ma allora ¢ (H) = £, (H) = ¢ (H), per
cui (1.4) H ¢ un gruppo modulare. Il gruppo K (G) & contenuto nel derivato
del gruppo supersolubile G, per cui & speciale, ed & un g-gruppo. Quindi ogni
sottogruppo di Ko (G) & quasi normale in G. Ne segue che H, o un qualsiasi
coniugato di H normalizza ogni sottogruppo di Ko (G). Se allora riusciamo a far
vedere che I'unione di tutti i coniugati di H in G & G stesso, Ko (G) risulta
un gruppo Hamiltoniano d’ordine dispari e quindi abeliano. Sia P un sotto-
gruppo di Sylow di K (G). Il gruppo P non & direttamente permutabile con
H, per cui esiste un @ di P ed un % di H con a4 ==/4a. Poiché (a) U (4) =
- =(a) (%), risulta (h1a1ka)y = (a) per cui {k,a"lha) = (a)U{A). Se poi
c’¢ un elemento ¢ di P con ¢% = /e, allora risulta (%, (ac)~1 /% (ac)) = (ac , /)
e quindi (@71 %a, %, (ac)=1 % (ac)) contiene ¢. Ne consegue che i coniugati di
H in G generano un gruppo che contiene P. Si conclude che i coniugati di H
in G generano G. E la 1.7 risulta completamente provata.

(3) Vedasi ad esempio [8] p. 175.
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TEOREMA 1.8. Condizione necessaria e suficiente affinche un gruppo
JSinito G sia un gruppo risolubile con 2, (G) = q (G) ¢ che G contenga un sotto-
gruppo normale N soddisfacente alle seguenti condizioni:

a) N ¢ un sottogruppo di Hall di ordine dispari;

b) G/N ¢ un gruppo speciale modulare,;

) gli automorfismi indotti in N dagli elementi di G lasciano fermi tutti
© sottogruppi di N.

Dimostrazione: La necessita della condizione segue dalla 1.7. Per la suffi-
cienza, notiamo che la @) e ¢) implicano che N sia abeliano, e che ogni sotto-
gruppo di N sia normale in G. G risulta dunque risolubile, e poiché N & nor-
male e di Hall, esiste ua complemento H di N in G. Sia ora Q un sottogruppo
quasi-—normale in G e T quasi-normale in Q . Il gruppo P = TNN & normale
in G, e sia diverso da 1. Il gruppo G/P soddisfa ancora alle condizioni ), 4) ¢),
quindi per induzione possiamo supporre T/P quasi-normale in G/P. Ma allora
tale ¢ T in G [1]. Siaora NNT = 1. Da G = NH con N di Hall ¢ Q quasi-nor-
male in G, segue Q = (QNN)U(QNH) per ogni complemento H di N in
G. T & quasi-normale in Q ed & quindi contenuto in ogni complemento di N.
Ma tali complementi sono per la 4) modulari e speciali: T & dunque quasi—
normale in ogni complemento di N. Risulta (g) = (&) (%) = (%, 4%). Ora
(&) T = (&) ()T = (&) ((B) T) = (&) (T (hY) = (T (B)) (hy = T (g}, e cid
perché (£) é normale in G e T ¢ quasi-normale in ogni complemento di
N. Dunque T & quasi-normale in G, e G ¢ un g-gruppo. Ma allora per la 1.3
risulta £, (G) = ¢ (G).

Corollario 1.9. Un sottogruppo di un g-gruppo finito risolubile, & un
g—gruppo. L’ipotesi di risolubilitd & evidentemente essenziale.

TEOREMA 1.10. Un gruppo risolubile finito G con L, (G) = ¢ (G) é un
t-gruppo finito risolubile se e solo se i sottogruppi di Sylow di G sono abeliani
0 hamiltoniani.

All'uopo basta tener conto del teorema 1.9 e di Satz 1 e 2 in [2].

Osservazione: Nell'enunciato del teorema 1.9 il sottogruppo N contiene il
gruppo 'K (G), E facile convincersi che N coincide con Ko, (G) se e solo se
per ogni divisore primo p dell’ordine di N esiste un elemento g di G ed un
intero 7 #= 1 mod-p tale da aversi g~1xg = x” qualunque sia ’elemento x
nel p-sottogruppo di Sylow N, di N.

2. II teorema 1.9 con I'Osservazione ci permette, in analogia con il proce-
dimento seguito da Gaschiitz in [2] la costruzione di tutti i gruppi risolubili
finiti G con £,(G) = ¢ (G), a partire dai gruppi modulari speciali finiti. E
precisamente abbiamo il

TEOREMA 2.1. Sia N un gruppo abeliano finito, ed H un gruppo modu-
lare speciale finito, con I'ordine di N primo con quello di H, e sia Yy il gruppo
degli automorfismi di N che mutano ogni sottogruppo di N in s¢ ® (il gruppo
delle potenze di N). Sia o un omomorfismo di H in lly tale che per ogni divisore
primo p dell’ordine di N esista un elemento h di N per cui I automorfismo o = h°
sia una potenza di N individuata dal numero naturale n, con n %= 1 mod p.
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Indichiamo con G (N , H , p) il gruppo costruito sulle coppie ordinate (z , k) con
z in N, & in H, definendo il prodotto mediante la posizione

(21, /1) (22, o2) = (21, 25, /1, h2) ove o = A°.

Allora si ha:

a) G (N,H,p) ¢ un gruppo risolubile finito con L, (G) = ¢ (G); il
gruppo Koo (G (N, H, p)) ¢ dsomorfo ad N ¢ G(N ,H , 0)/Ks (G(N, H, p))
¢ tsomorfo ad H,

b) se G & un gruppo risolubile finito con 2, (G) =g (G), postoH = G/K (G)
vi esiste un omomorfismo ¢ di H in Ily, con N gruppo isomorfo a Ko (G) go-
dente della proprieta enunciata sopra, ¢ tale da aversi G isomorfoa G (N , H , p);

c)se Gi=GN1,Hi1,p1) ¢ Go=G Nz, Ha,p2) sono isomorfi, tali
sono N1 ed N2, Hi ed Ha; G1 e Go sono isomorfi se e solo se esiste un
automorfismo ¥ di Hy per cui ps = p1}.

Dimostrazione:

a) segue dal teorema 1.8 e dall’Osservazione a fine del n. 1;

6) il gruppo G & l'unione di K (G) e di un complemento isomorfo
ad H, in quanto K (G) ¢ un sottogruppo di Hall di G per la 1.7. L’esistenza
del’'omomorfismo p & garantita dall’Osservazione; l'isomorfismo di G e
G (N,H,p) trova la sua giustificazione nella teoria dell’ampliamento ® e
nelle proprieta enunciate in 1.9 insieme all’Osservazione;

¢) essendo K (G,) isomorfo ad N;, & Nj isomorfo ad N2, ed essendo
G1/K (G1) isomorfo a G2/Ku (Ge), tale ¢ Hy con Ha. L’ultima affermazione si
ottiene tenendo conto del teorema 3,3 in [6] e del fatto che gli automorfismi
di N2 sono permutabili elemento per elemento con quelli di Ily,.
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