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Analisi numerica, — Osservazioni sulla convergenza di un metodo 
d'integrazione per pun ti di equazioni differenziali. Nota (#) di E dm undo  
R ofman, presentata dal Socio G. K rall.

1. Sia f  (oc) una funzione reale della variabile reale x, con tinua insieme 
con le sue derivate  fino a quella di ordine n , nell’intervallo  chiuso [a , 
ossia f ( x ) e C n per a x  <C b.

D enotiam o con P*__i (x) il polinomio di grado n — 1 che soddisfa le con
dizioni Vn_ 1 (ai)  =  / (a() , (ai <  a2 <  • • • <  an ; e [a , b]).

E noto che, per ogni x  e [a , b], il term ine com plem entare (x) della
form ula di interpolazione di L agrange ha l’espressione

^n(x )  =  ~ f {n)( Ì ) X \ ( x ^ a t) ,  a < l < b .
H ! * = 1

Se f  (x) fosse di classe C°° ed esistesse un num ero positivo R  tale che 
| f n\ x )  | «< R ” per a <  x  b e per qualunque n> o ltre alla uniform e conver
genza in [a , b] dei polinom i in terpo la to ri verso la /(V ) , si avrebbe la conver
genza, pure uniform e in [a , b]> delle successioni delle derivate  di Fn—i (oc) 
verso le corrispondenti derivate  d i / ( ; r ) .  Questo risu lta to  (1) è indipendente 
dalla d istribuzione dei p u n ti a{.

2. Poiché ci proponiam o di stud iare  la convergenza del m etodo in casi 
nei quali non esiste un num ero R, che fornisca la p red e tta  lim itazione per le 
derivate  di f ( x ) ,  conviene prem ette re  una breve analisi della funzione

co v „ (* )= n  (* -« ,).i=l

Nei p un ti aj risu lta

(2) v;(«y) = n ° V /  - a , ) ,
i = 1

(3 ) =
k=l  i= l

dove i simboli , U 0 \ U ° ’A) indicano la somma o i p rodo tti eseguiti
h=i • i=i t=1

per tu t ti  i valori degli indici tra  1 ed ^  tranne quelli ind icati tra  parentesi.

(*) Pervenuta all’Accademia il 3 ottobre 1964.
(1) La dimostrazione si fa con riferimento ai polinomi interpolatori di Hermite, dei 

quali quelli di Lagrange sono un caso particolare.

xi. — RENDICONTI 1964, Voi. XXXVII, fase. 3- 4.
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3. a) Supponiam o che la distribuzione dei p u n ti ai sia fa tta  secondo 
la legge

( 4 )  a ì  =  “ ( * =  1 , 2 , . . . , » )

dove l  — b —  a ed a =  o . Con il cam biam ento di variabile z  =  x l  segue 
dalla (1):

(5 )  U a ( r )  =  / ” n ( ^ 4 7 ) ,  0 < * < ^ I ,

e si può enunciare il
T e o re m a  I. — I l  massimo assoluto d i | U n (x ) | per o <  j  <  1 si trova 

negli estremi del!intervallo e, precisamente, è

(6) m ax I XJn (x) | =  l n
0 < X < 1

n !
(n +  i ) n

Dimostrazione. — Negli in tervalli chiusi o , n 4- i n +  1 ’ la U'n (x)
non cam bia segno, perciò la U n (x) è ivi m onotona e si ha

in n !(6') m ax  ̂ | U„ (x) | =  m ax  | U„ (x) | =  | U„ (o) | =  | U„ ( i)  | ■'== l”
ttpt - * - 1

Invece la U ’x (x) am m ette  uno zero in terno ad ogni in tervallov ® [n+i y «+1
con i =  1 ,2  , • • - , —  1; d ’a ltra  p arte  U» (x) ha, al più, un  solo zero in
ciascuno dei su d d etti in tervalli (2), come si dim ostra sfru ttando  la (3) e osser
vando i successivi cam biam enti di segno della U* (#,•)■ quando si passa da
j  =  i ad j  — i  +  1 .

Si può, pertan to , m aggiorare in ognuno di tali in tervalli il valore asso
lu to  4ella funzione con il p rodo tto  della am piezza dell’intervallo  per il m ag
giore dei due valori che assum e XJ'n (x) agli estrem i dello stesso.

Essendo, p e r (2):

m ax u ; (n — 1) ! jn
(n+ l y - 1

risu lta, per ^  — “~ p T  ’

1 w  ̂ J 1 (n +  i)n

e, tenendo conto di (6'), segue la tesi.
T e o r e m a  IL  — Se l  <c e (l !> è ) . , XJn (x ) converge uniformemente {non 

converge uniformemente) per n -^o o  verso zero, nelV intervallo [o , 1].

(2) Cfr. U . RICHARD, Proprietà asintotiche e determinazione numerica, ecc., in « A tti 
Acc. Sci. Torino», voi. 96, Tomo 1 (1961-62) p. 700.
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Dimostrazione. -  D alla (6) si deduce

u 9 (x) | <;
n !

(» ■+ 1 )* * 5 O <C <C I

ed, essendo asin to ticam ente

' »  ! in j — (  l  \ n

segue la tesi.
b) Con analogo ragionam ento si può stud iare il caso in cui la legge di 

distribuzione dei pun ti sia

(7) CLi =  Per * =  0 > 1 > 2 I ; n  >  2

concludendosi in questo caso che Y n (x) =  l n T J \ x ------- -— j converge uni-
i=o\ n 1 /

form em ente in [o , 1], per n 00, verso zero purché l<Ze, e non converge 
uniform em ente se /  >► e.

c) Si osservi, inoltre, che tu t ti  i r isu lta ti conseguiti in [o , /] sussistono, 
tram ite  una  traslazione, in [a , b] con b —  a — l.

4. R iprendendo lo studio della convergenza della successione dei polinomi 
in terpo la to ri di L agrange di una  f  (x) e C°° per a <  x  <C b, ed adoperando 
una qualsiasi delle due leggi di distribuzione dei pun ti a- , alle quali ci siamo 
riferiti, si p o trà  concludere che: Ci sarà convergenza uniforme dei polinomi 
interpolatori verso quelle funzion i le cui derivate considerate in [a , b] verifi
chino la limitazione

(8) l / V ) !  < h k

con H„ tale che

(9) lim hL n ! T  =  ° '

Inoltre, sarà  possibile s fru tta re  questa  condizione per determ inare i valori di /  
per i quali essa è soddisfatta.

Se i polinomi in terpo lato ri non sono del grado m inimo richiesto per l’in- 
terpolazione, sussiste il seguente

Lemma. — S i consideri una successione d i polinomi

(io ) {] (x) =  Cn>Q X n + r  +  Cn>i  x n + r ~ 1 +  • • • Cn , n + r }

con r  fissato; n =  1 , 2 , 3  , • • • ) soddisf acenti le condizioni, per i  =  1 , 2  , • • •, n -f- 1 :

( n )  P « + rfo ) = / (* ,• )  ; f  =  « +  d f z  0 a* =  a +  7) •
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In  questo caso il termine complementare An ( x ) = ^ f ( x ) — Pn+r (x) si annulla 
negli n +  1 punti a{, e perciò (3)

f { n + ( n  +  r)!.
J lr— 1)! cn,0 ^

—1 ( n + r — 1) !

a „ O 0 =

Segue 

(12) |A „ (» |< <

XJi pr—2
(r— 1)! ’  (r— 2)! -(«+  0 ! i t i

(» + l)! nZ = 1

/ ("+1) (5)
« +1

(» + ì r f n  (* -* •■ )

r — 1 « + 1
r — j — 1

+  ^  | C-n , j P r — j — 1  ( + )  ^  
J=0

Y i ( x — «,.)
z - 1

dove p r_j_^\ (n) è un polinomio in n d i grado r — j — 1 (pò (n) =  1).
Se si suppone la (9) soddisfatta per o <L l  <Cl con l  <Z b — a , e risultano

(13) lim cnj  nr~ j ~ 1 in  (—\ =  o per o < l < f ,  j  =  o , 1 , 2 , • • •, r — 1
n —>  00 V ^  /

può concludere che Fn+r(x) converge uniformemente+per n~> 00, verso f  (x) 
purché o <  /  <  L,

(14) L =  min (I , /y).

particolare, ^  2 cn,k , =  o , 1 , 2 , • • •, r — 1) sono costanti, <̂2
convergenza negli intervalli d i ampiezza l, con l  <  min ( / ,  <?)

5. A pplicazione dei polinomi in te r p o la to r i a l l a  r iso lu zion e ap
prossimata d e l l e  EQUAZIONI DIFFERENZIALI. -  a) Sia d a ta  una equazione 
differenziale lineare ord inaria di ordine sì non omogenea,

0 5 )  2  b ]  = / ( * ) •
Si t ra t ta  di calcolare una soluzione particolare della (15) che nelFintervallo 
(a , b) soddisfi ad essa e verifichi s condizioni assegnate agli estrem i dell’in- 
ter vallo.

Supponiam o che la soluzione cercata si possa porre nella seguente form a
b

y  0 0  = J g (x , d \ ,
a

con G (x , £) continua in (a , b).
Come funzioni approssim anti della soluzione utilizzerem o polinomi 

di grado n -\- s
n

y n+s (x) =  2  CA <?h (x), 
k=0

che soddisfino le condizioni agli estrem i (i).

(Ì3) Cfr. B. Levi, A nalisi Matematica , pp. 334-335 (Bologna, Zanichelli, 1937).
(4) Se s =  2 e le condizioni sono y  (a) =  y  (b) — o si avrà ad esempio

n n
y„+2  (x ) =  (x —  a) (x — 6) 2  Chx n~ h =  J  C ì9a  (x) . 

h= 0
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Per determ inare i coefficienti Ch (5) si applichi l’operatore 2 alla soluzione 
proposta

2 [yH+t O )] =  2 ^  Qfc 9  A (x )k=0 A=0 h=0

Fissati n +  1 p un ti a{ d istribu iti secondo la legge a{ =  a +   "2~~ con
z =  1 , 2 ', • • •, n +  1, si ricavano i valori dei Ck dal sistem a

(16) 2  c h 0*) i =  1 , 2 , • • • , »  +  1
h=0

avente soluzione unica se si suppone
h  =  o  , r , • • - n ;

2 =  I  , 2  ,  • • • , f i  - { -  I  .
O tten u ti i CA, risu lta

(17) 2 c j i W  =  ®.+. WA-Q

potendosi la (x) esprim ere come

b

( 18) (* )  =  |  G( x ,  l) <S>n+s ($ ) d i .
a

Se i coefficienti p k (x) della equazione differenziale sono polinom i di
grado gk , indicando con m  il m ax (gk +  k —  s), il polinomio Ow+J. (x), defi

l o ,
nito  da (17), • risu lta  un polinomio di grado <  n +  s +  m  che [grazie alle 
(16)], assume gli stessi valori di f i x )  negli n +  1 pun ti

Disponiam o, perciò, di un polinomio del tipo (io), verificante le (11); 
se si soddisfano le condizioni (9) e (13) enunciate nel Lem m a del n. 4 e si 
indica, come in (14), con L  l’in tervallo  dove risu lta  la convergenza uniform e 
di <$>n+s (x) verso f  (x), si avrà, per (18), la convergenza di y n+s (x) verso y  (x).

E utile segnalare la possibilità d ’im postare il calcolo senza che i 
polinomi soddisfino a priori le condizioni agli estrem i. In tal caso occorre n a tu 
ralm ente considerare le equazioni esprim enti tali condizioni ih x  =  a ed x  =  b.

c) Infine, se i coefficienti dell’equazione differenziale sono funzioni 
arb itra rie  A k (x), (tali però che per l  — b —  a si verifichi la (9)) il procedi
m ento esposto fornisce, per ogni valore di n, una y n+s (x) che corrisponde alla 
soluzione approssim ata che si sarebbe o tten u ta  considerando u n ’a ltra  equa
zione differenziale nella quale i coefficienti di partenza siano s ta ti so stitu iti 
con polinom i che assum ono gli stessi valori delle A k(x) nei pun ti ai . L a possi
b ilità  di considerare y n+s (x) come una u tile approssim azione dell’equazione 
proposta resta  legata all’analisi della s tab ilità  della soluzione rispetto  alla 
variazione dei coefficienti.

det ((ipA (<3*))) =[=

(5) Cfr. L. COLLATZ, The numerical treatm ent o f differential equations, p. 29 (Berlino, 
Springer-Verlag, i960).


